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1 Motivation

Differenzierbare Funktionen tiber den reellen Zahlen als Grundwerkzeug der Ma-
thematik und Naturwissenschaften kennen wir seit der Schulzeit. Uber den kom-
plexen Zahlen studiert man in der Analysis die holomorphen Funktionen. Auf re-
ellen oder komplexen Mannigfaltigkeiten (also geometrischen Objekten, die lokal
so aussehen wie ein offener Teil des R" oder C™) kann man durch Verkleben diffe-
renzierbare bzw. holomorphe Funktionen einfiihren. Solche analytischen Methoden
sind ein tiberaus leistungsstarkes Werkzeug fiir geometrische Fragen.

Was passiert, wenn wir statt R oder C einen anderen Grundkoérper K betrachten?
Zunidchst miissen wir diesen mit einem Betrag ausstatten, und es ist zudem sinnvoll,
anzunehmen, dass K beziiglich dieses Betrags vollstandig ist. Das bedeutet, dass
jede Cauchyfolge in K gegen einen Grenzwert in K konvergiert. Nun betrachten
wir das sogenannte archimedische Axiom: Fiir alle z, y in K mit z # 0 existiert eine
nattirliche Zahl n mit | nx [>] y | .

Man kann zeigen, dass R und C die einzigen vollstindigen Korper sind, die das
archimedische Axiom erfiillen. Daher interessieren wir uns hier nur fiir die soge-
nannten nicht-archimedischen Korper, in denen das archimedische Axiom nicht gilt.
Wir werden sehen, dass in diesem Fall einige tiberraschende topologische Phano-
mene auftreten. So sind etwa in einem nicht-archimedischen Korper zwei Intervalle
entweder disjunkt oder ineinander enthalten. Daher konnen wir bei der Entwick-
lung analytischer Methoden auch nicht genauso vorgehen wie im reellen oder kom-
plexen Fall. Das Ziel dieser Vorlesung ist die Einfithrung und das Studium nicht-
archimedischer analytischer Réume nach Vladimir Berkovich. Hierbei handelt es
sich um eine vergleichsweise neue Theorie, die Berkovich in seiner 1990 erschiene-
nen Monographie [Berl] vorgestellt und dann in einer Reihe von Forschungsarbei-
ten weiterentwickelt hat. Als Ubersichtsartikel seien auch [Con] und [Duc] sowie
[Tem] empfohlen. Grundlagen {iiber nicht-archimedische Korper und Algebren fin-
det man in [Con], [Rob] und [BGR].

2 Nicht-archimedische Korper

Wir beginnen mit der Definition eines Betrages auf einem Korper K.
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Definition 2.1 Eine Funktion | . |: K — Rx( heifit Absolutbetrag (oder einfach Betrag)
auf K, falls fiir alle a,b € K die folgenden Bedingungen gelten:

i) | a |= 0 genau dann, wenn a = 0.
ii) |ab|=|a||b|.
iii) |a+b|<| a |+ | b | (Dreiecksungleichung).

Ein Absolutbetrag | . | auf K definiert eine nattirliche Topologie auf K: Eine Menge
U C K ist offen genau dann, wenn es fiir jedes x € U ein € > 0 gibt, so dass

{ye K:|lz—yl<e}CU
ist.

Offene Teilmengen enthalten also mit jedem Punkt auch einen kleinen offenen Ball
um den Punkt.

Fiir den reellen Absolutbetrag ergibt sich so die bekannte Topologie auf den reellen
Zahlen.

Ein Betrag | . | heifdt archimedisch, falls er das archimedische Axiom erfiillt, an-
sonsten heifdt er nicht-archimedisch. Wie in der Einfithrung erwdhnt, lautet dieses
Axiom wie folgt:

Definition 2.2 (Archimedisches Axiom) Fiir alle x,y € K mit x # 0 gibt es eine natiirliche
Zahl n mit | nx |>| y | . Hier ist nx definiert als nx = x + - - - + .
———

n—mal

Ubungsaufgabe 1 Ein Betrag | . | auf K ist genau dann nicht-archimedisch, wenn | n -
1 |£ 1 fiir alle natiirlichen Zahlen n.

Definition 2.3 Ein Betrag | . | auf einem Korper K erfiillt die nicht-archimedische (oder
starke) Dreiecksungleichung, falls fiir alle .,y € K gilt

|z +y |Smax{|z|,|y |}

Satz 2.4 Ein Betrag | . | auf K ist genau dann nicht-archimedisch, wenn er die nicht-
archimedische Dreiecksungleichung erfiillt.

Beweis : Siehe [Wer], Beweis von Satz 2.6. O
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Fiir einen nicht-archimedisch bewerteten Korper konnen wir also die Dreiecksun-
gleichung iii) aus Definition 2.1 durch die starke Dreiecksungleichung aus Definiti-
on 2.3 ersetzen.

Das fiihrt zu folgender wichtigen Eigenschaft.

Satz 2.5 Es sei | . | ein nicht-archimedischer Betrag auf K. Fiir x,y € K mit | x |#| y |
gilt
|z +y |=max{[ = ||y}

Beweis : Ohne Einschrankung ist | z |<| y | . Die nicht-archimedische Dreiecksun-
gleichung liefert

|y 1=l (z+y) = (y) [ max{|z +y || = [}

Wegen | = |<| y | muss das Maximum in | z + y | angenommen werden und es
gilt | y || = +y |. Da andererseits | = + y |< max{| =z |,| y |} =| y | ist, folgt die
Behauptung. O

Ubungsaufgabe 2 Uberlegen Sie sich, wieso man Satz 2.5 so formulieren kann: In jedem
nicht-archimedischen Dreieck haben mindestens zwei Seiten die gleiche Linge.

Beispiel 1:

1) Sei p eine Primzahl. Der p—adische Absolutbetrag | . |, auf Q ist folgenderma-
Ben definiert: Flir m,n € Z mit n # 0 sei

5

B 0 m=20
b p*vp(m)Jrvp(n) m#0,

wobei v,(m) der Exponent von p in der Primfaktorzerlegung von m ist. Es gilt
also m = p® (™ mit einer ganzen Zahl k, die teilerfremd zu p ist.

2) Jeder Korper K kann mit dem trivialen Absolutbetrag

ausgestattet werden.
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N
3) Sei k ein beliebiger Korper. Fiir ein Polynom 0 # f = ) @, 7" € K[T']| definie-

n=0
ren wir die Nullstellenordnung ord(f) = min{k : a; # 0}. Dann ist

[

9

)0 , =0
o e—ord(f)—f—ord(g) ’ f 7& 0
ein nichtarchimedischer Betrag auf dem rationalen Funktionenkorper k(7)) =

Quot k[T.

Ubungsaufgabe 3 Uberzeugen Sie sich, dass alle drei Beispiele wirklich nicht-
archimedische Betriige liefern.

Ubungsaufgabe 4 Recherchieren Sie den Satz von Ostrowski, der besagt, dass es (bis auf
Aquivalenz) auf dem Korper Q nur den trivialen Betrag, den reellen Absolutbetrag und die
p—adischen Absolutbetriige fiir alle Primzahlen p gibt. Suchen Sie auch einen Beweis fiir die
Tatsache, dass R und C die einzigen vollstindigen archimedischen Korper sind.

Ubungsaufgabe 5 Recherchieren Sie den Korper der formalen Laurentreihen und den Kor-
per der Puiseuxreihen.

Ubungsaufgabe 6 Ist K ein Korper der Charakteristik p > 0, so ist jeder Betrag auf K
nicht-archimedisch.

Im folgenden nennen wir einen Korper K zusammen mit einem nicht-

archimedischen Absolutbetrag auf K einfach einen nicht-archimedischen Korper.

Definition 2.6 Wir nennen zwei Absolutbetrige | - |, und | - |, auf einem Korper K dqui-
valent, falls jede Teilmenge von K, die offen beziiglich | - |, ist, auch offen beziiglich | - |, ist
und umgekehrt.

Lemma 2.7 Es seien | - |, und | - |, zwei Absolutbetrige auf dem Korper K. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent

i) |- |, und | - |, sind dquivalente Betriige.
ii) Fiir jedes v € K gilt
lz|, <1 & |z], < 1.
iii) Es gibt eine positive reelle Zahl o mit
[y = lofy

fiiralle x € K.
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Beweis : i) = ii): Sei x € K mit |z|, < 1. Dann ist |z|] fiir n — oo eine Nullfolge.
Jede offene Umgebung von 0 beziiglich der | - |,-Topologie enthilt also fast alle
z" (n € N). Fiir jedes ¢ > 0 ist die Menge

{ye K :|y|, <e}

offen in der von |- |, definierten Topologie, also nach Voraussetzung auch in der
von | - |, definierten Topologie. Damit enthilt sie fast alle Folgenglieder z". Daher
ist (2"),>; eine Nullfolge beziiglich | - |,, also konvergiert

|x|; = |xn|2

gegen 0. Somit ist |z, < 1.
Mit demselben Argument zeigt man, dass |z|, < 1 die Ungleichung |z|, < 1
impliziert.

i1) = 4ii): Ist | - | der triviale Absolutbetrag, so muss auch | - |, der triviale Absolut-
betrag sein (Ubungsaufgabe). In diesem Fall ist iii) mit o = 1 erfiillt.

Wir kénnen also annehmen, dass | - |, nicht der triviale Absolutbetrag ist. Wir wih-
len ein z € K mit z # 0 und |z|, < 1. Dann ist auch |z|, < 1 und wir setzen

- 10g|$\1

a log |z[, <o
Es folgt |z|y = |z|,.
Seinuny € K \ {0}. Falls |y|, = 1 ist, so kann nach Voraussetzung weder |y|, noch
|1/y|, echt kleiner als 1 sein. Also folgt |y|, = 1. Somit gilt fiir das oben definierte a
trivialerweise

[yl = lyly -
Falls |y|, < 1ist, so ist nach Voraussetzung auch |y|, < 1.
Also ist log |y|, # 0 und log |y|, # 0. Wir betrachten die beiden reellen Zahlen

log |z, und log |z],
log |yl log |yl,

Beide sind das Supremum aller echt kleineren rationalen Zahlen. Gilt nun fiir n, m €

Z mitm # 0
n  log|x|,

m  loglyl,’
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so folgt nlog |y|, > mlog|z|,, dalog |y|, < O ist.
Also ist log |y"|, > log |z™|,, woraus

=<1

Y
folgt. Nach Voraussetzung ist dann auch

| <1,

Y™y

woraus wir |z™|, < |y"|,, also auch mlog |z|, < nlog |y|, und damit
n _loglzl|,
m log|yl,

schliefSen. Also folgt

logle|, _ {Q:Q< 10g|93|1} < log ],
log |yl, m m  loglyl, log |yl,

Dasselbe Argument mit vertauschten Rollen zeigt

10g|$€|2 < 10g‘l’|1

loglyl, = loglyl,’
also folgt

log | 7], _ log ||,

loglyl,  loglyl,
Daher ist

_ log |z], _ log |y|,
log |z],  loglyl,

und somit |y|, = |yl5-
Starten wir mit einem y mit |y| > 1, so folgt
1

) Y
also ebenfalls |y|, = |y|;. Damit ist iii) bewiesen.

«

1

1

Y

2

ii1) = 4): Gilt ||, = |z[, fur alle z € K, so schlieffen wir
lzt—al, <relz—al,=z—al <r®
Ist U eine offene Teilmenge in K beziiglich | - |;, so enthélt U mit jedem Punkt a noch
einen offenen Ball
B(a,r)={z e K:|x—al|, <r}.
Da B(a,r) ={z € K : |x — al|, < r*} ist, enthdlt U mit jedem Punkt a auch einen Ball

beziiglich | - |,, ist also offen beztiglich | - |,. Die andere Richtung zeigt man analog.
U

Seite 6




Definition 2.8 Ein nicht-archimedischer Absolutbetrag auf K heifSt diskret, falls die Wert-
menge
| K" |={|lal|:a€ K,a#0}

eine diskrete Teilmenge von R ist. Das heifSt, dass es fiir jedes Element x €| K* | eine offene
Umgebung in R gibt, die keine anderen Elemente aus | K* | enthiilt.

Ubungsaufgabe 7 Recherchieren Sie diskrete Bewertungen und diskrete Bewertungsringe
und iiberlegen Sie, was diese mit diskreten Absolutbetrigen zu tun haben.

Lemma 2.9 Jeder diskrete Absolutbetrag ist nicht-archimedisch.

Beweis : Ist die Charakteristik von K positiv, so folgt die Behauptung aus der Tatsa-
che, dass ein endlicher Korper nur den trivialen Betrag zulédsst. Im Fall char K = 0
folgt sie aus dem Satz von Ostrowski. O

Beispiel 2: Die Betrédge in Beispiel 1 sind alle diskret.

Definition 2.10 i) Eine Folge (a,,),>1 mit a,, € K heifst Cauchyfolge, falls es fiir jedes
e > 0 eine natiirliche Zahl N gibt mit

| —ay |< e
fiir allem,n = N.

ii) Eine Folge (ay),>1 aus K konvergiert gegen a € K, falls es fiir jedes ¢ > 0 eine
natiirliche Zahl n, gibt mit

la—a,|<e

fiir alle n 2 ny.

iii) K heift vollstindig beziiglich | |, falls jede Cauchyfolge aus K gegen einen Grenzwert
in K konvergiert.

Beispiel 3:
i) R ist vollstindig beziiglich des reellen Absolutbetrages.
ii) Jeder Korper ist vollstandig beziiglich des trivialen Absolutbetrages.

iii) Q ist nicht vollstandig beziiglich des p—adischen Absolutbetrages, siehe [Wer],
Kapitel 6.
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Einen nicht-vollstindigen Korper kann man komplettieren. Dies kennen wir aus der
Analysis, in der durch Komplettierung von QQ nach dem reellen Absolutbetrag die
reellen Zahlen konstruiert werden. Analog konnen wir fiir beliebige Betrdge vorge-
hen.

Satz 2.11 Es sei K ein Korper mit einem Absolutbetrag | |. Mit C bezeichnen wir die Menge
aller Cauchyfolgen beziiglich | | in K und mit N die Menge aller Nullfolgen. Dann ist C ein
kommutativer Ring mit 1, und N C C ist ein Ideal. Der Quotientenring

K :=C/N
ist ein Korper.

Wir kinnen K in K einbetten, indem wir jedes a € K auf die zugehorige konstante Folge
abbilden. Der Betrag auf K lisst sich auf eindeutige Weise zu einem Betrag auf KK fortsetzen,
der K zu einem vollstindigen Korper macht. Wir nennen K die Komplettierung von K.

Beweis : [Wer], Kapitel 6. O

Lemma2.12 i) Ist K vollstindig, dann ist K = K.
ii) K ist dicht in KK, jede offene Teilmenge in K enthiilt also ein Element aus K.

iii) Ist | | ein nicht-archimedischer Betrag auf K, so hat der zugehirige Betrag auf K
dieselbe Wertemenge. Mit anderen Worten, es gilt | K* |=| K* |.

Beweis : Ubungsaufgabe. O

Beispiel 4: Die Komplettierung von Q nach dem p—adischen Betrag | |, ist der Kor-
per Q,. Falls Sie ihn noch nicht kennen, dann recherchieren Sie ein bisschen! Was ist
die Komplettierung von k(7") aus Beispiel 1, 3) ?

Satz 2.13 Ist K ein algebraisch abgeschlossener nicht-archimedischer Korper, dann ist auch
die Komplettierung K algebraisch abgeschlossen.

Beweis : In den Ubungen. O

Definition 2.14 Es sei C, = (Q,)" die Komplettierung des algebraischen Abschlusses von
Q-
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C, ist ein vollstindiger und algebraisch abgeschlossener Erweiterungskorper von
Q,-. Der algebraische Abschluss Q, ist nicht vollstdndig, daher ist hier ein weiterer
Schritt erforderlich.

C, ist ein p—adisches Analogon der komplexen Zahlen C = R, die ein vollstindiger
und algebraisch abgeschlossener Erweiterungskorper von R sind.

Satz 2.15 Es sei K ein Korper mit einem nicht-archimedischen Betrag | |. Fiir jede endliche
Korpererweiterung L/ K lisst sich dieser zu einem nicht-archimedischen Betrag | |, auf L
fortsetzen. Ist K vollstindig, so gibt es genau eine Betragsfortsetzung auf L.

Beweis : Hier brauchen wir ein bisschen Algebra. Als Korpererweiterung ist L ein
Vektorraum tiber K. Mit n = [L : K| bezeichnen wir seine Dimension. Fiir jedes
a € L ist die Multiplikationsabbildung

fao: L — L
r — ax

eine lineare Abbildung. Wir definieren die Norm von « als
Nik(a) = det(f,) € K,

wobei det( f,) die Determinante einer Koordinatenmatrix beztiglich einer beliebigen
K —Basis von L ist.

Aus dieser Definition folgt NV k(o) = " fir alle @ € K und Ny /k(af) =
Nik ()N k(B) fiir alle o, 8 € L.

Nun definieren wir einen Betrag auf L durch
| o [p=| Npyk(a) [ .

Diese Funktion setzt den gegebenen Betrag | | auf K fort und erfiillt i) und ii) aus
Definition 2.1.

Wir miissen noch die Dreiecksungleichung zeigen. Wir zeigen sie direkt in der star-
ken Form 2.3, also in der Form

|z +y[rS max{|z [, |y [L}
Indem wir durch y teilen (ohne Einschrankung ist y # 0), gentigt es

|z+1|,S max{| = |g,1}
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zu zeigen. Das folgt aus
la|t£1 =|a—1],21, furallea € L,
wie man sich leicht iiberzeugt (Ubungsaufgabe).

Definitionsgemaf ist | a |,= 1 genau dann, wenn | N7k (a) |< 1, also miissen wir
zeigen

Wir bezeichnen mit K («)/K die kleinste in L enthaltene Korpererweiterung, die o
enthélt. Dann ist g, = f, |k(a) €in K—Endomorphismus des Vektorraums K («). Ist
s = [K(a) : K] die Dimension von K («a)/K, so hat das charakteristische Polynom
Xgo (X) = X+ a1 X5 4. . .4+ ap € K[X] den Grad s. Sein Absolutkoeffizient ay ist
gleich + der Determinante von g,. Man tiberlegt sich mit Hilfe einer Basis von L/ K,
die man aus einer Basis von K («)/K und einer von L/K («) bastelt, dass

(det o) =K@ = Ay (@)
gilt.
Alsoist | N7 k(a) |= 1 genau dann, wenn | aq |< 1 ist.
Nun ist g,_1 = g, — id, also

Xgozfl(X) = Xga (X + ]‘)
X4 (as 1 +8) X+ ..+ (1+as 1+ ...+a +ap),

Aus der Tatsache, dass K («) der kleinste Korper in L ist, der a enthilt, folgt, dass
Xg. irreduzibel ist. Jetzt brauchen wir das unten ausgefiihrte Lemma 2.16:

Angenommen | Nk (a) | 1. Dann folgt mit Lemma 2.16 | a; |< 1 fiir alle Koeffizi-
enten von x, (X) = X*+a;1 X* '+ ... + a; X + ao. Daher ist auch der Absolutko-
effizient von x,,_, (X) betragsmafig < 1, woraus | Nz k(o — 1) |< 1 folgt.

Damit haben wir die Existenz einer nicht-archimedischen Fortsetzung von | | auf L
gezeigt. Es bleibt noch die Eindeutigkeit zu zeigen, falls K vollstindig ist. Ange-
nommen, | |; und | | sind zwei Fortsetzungen des Betrages auf L. Dann sind beide
auch K —Normen auf dem Vektorraum V. Nach Lemma 2.17 gilt also fiir geeignete
positive reelle Konstanten ¢ und bund allexz € L

alz 1 SlxSblx].

Dann sind | |; und | | dquivalent (Ubungsaufgabe) und aus Lemma 2.7 folgt
| © [1=| x |§ fiur ein @ > 0. Indem wir hier x € K einsetzen, folgt o = 1, also

| =l e ]
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Lemma 2.16 Sei f(X) = X* + a, 1 X* ' + ... + a1 X + ag ein irreduzibles normiertes
Polynom mit Koeffizienten a; € K. Ist dann | ag |< 1, so sind alle | a; |< 1.

Beweis : In den Ubungen. O

Lemma 2.17 Es sei V ein endlich-dimensionaler K —Vektorraum iiber einem vollstindigen
Korper K. Es seien | |, und | |2 zwei K —Normen auf 'V, das heift, es gilt fiir i = 1,2

Dllv])|=0«< v=0
ii) ||av |l;=|a || v fiirallea e K,veV
iil) || v+w |, v |li + || w | fiirallev,w e K.
Dann gibt es reelle Konstanten a > 0 und b > 0 mit
allvl=lvihsb]vl

fiir alle v € V. Ferner ist V vollstindig beziiglich jeder X —Norm.

Beweis : Sei vy,...,v, eine K—Basis von V. Dann tragt V' die Maximumsnorm
| |lmax beztiglich vy, . . ., v,. Diese ist definiert als

| a1v1 + ...+ apvy |lmax= max{| ay |,...,| an |}
Im Beweis konnen wir o0.E. annehmen, dass | |[2=|| ||max beziiglich einer Basis
U1, ..., U, gilt (indem wir die Behauptung einmal auf || ||; und || ||max und einmal
auf | |ound || ||max anwenden). Wir schreiben der Einfachheit halber || ||=|| |2

und fithren Induktion nach n = dimg V.

Fiir n = 1ist nichts zu zeigen. Also sein > 1. Wir betrachten v = ayv; +.. . +-a,v € V.
Dann ist
[vlsfa [on ][+ + an | [ vall,

also folgt || v [|[S b || v [[max fUrb=[| v || +...+ | v, || -

Fur die andere Abschdtzung betrachten wir fiir alle 1 < ¢ < n den (n — 1)-
dimensionalen Unterraum

Up=({v;: 7 # 1)
Auf U; mit den eingeschrankten Normen gilt nach Induktionsvoraussetzung unsere
Behauptung.
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Wir betrachten die Teilmenge
vi+ U, ={vi+u:ueU}.

Angenommen, es gibt eine Folge von Vektoren (w,),>; in v; + U; mit || w,, || _ 0.
Dann konvergiert (w, — v;),>1 gegen —uv;. Die Folge (w,, — v;),>; ist also eine
Cauchyfolge in U;. Nach Induktionsvoraussetzung ist U; vollstandig, also konver-
giert (w, — v;)n = 1 gegen ein Element in U;. Das liefert einen Widerspruch zu
v; ¢ U,;. Also existiert ein € > 0 mit

[wlze
fur alle w € v; + U;.

Seiv = a;v; + ...+ a,v, € V beliebig mit || v ||max=| @; |# 0 firein 1 < i < n. Dann
ist a; 'v € v; + U; und somit || a; 'v || = ¢. Daraus folgt || v || 2] a; | € =|| v ||max &- Fiir
a = ¢ gilt also unsere Behauptung. O

Die Aussage von Lemma 2.17 kann man auch so formulieren:

Je zwei Normen auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum iiber einem vollstan-

digen Korper sind dquivalent.

Lemma 2.18 i) Ist der Betrag auf K trivial, dann ist auch die oben beschriebene Fort-
setzung auf eine endliche Korpererweiterung trivial.

ii) Ist der Betrag auf K diskret, dann ist auch die oben beschriebene Fortsetzung auf eine
endliche Korpererweiterung diskret.

iii) Ist K nicht-archimedisch und vollstindig, so ist auch jede endliche Erweiterung voll-
stindig.

Beweis : Ubungsaufgabe. O

Ist K ein vollstandiger nicht-archimedischer Koérper, so kann man den Betrag auf &
zu einem Betrag auf den algebraischen Abschluss K = J, /i endlich L fortsetzen.
Wegen der Eindeutigkeitsaussage in Satz 2.13 ist dies wohldefiniert (also unabhén-
gig von der Wahl einer Erweiterung, die ein gegebenes Element enthilt). Lemma
2.18 ii) und iii) sind im allgemeinen nicht mehr richtig, wenn man von K auf K
tibergeht.
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Ubungsaufgabe 8 Uberlegen Sie sich das am Beispiel von Q,, oder schlagen Sie es in der
Literatur nach.

Lemma 2.19 Sei K ein nicht-archimedischer Korper. Dann ist der ,abgeschlossene Ein-
heitsball”
Ry ={rx e K:|z |1}

ein Unterring von K. Der ,offene Einheitsball”
MK:{$EK:|SL"<1}

ist ein maximales Ideal in Ry. Der Quotient ki = Ry /M ist also ein Korper. Er heifst
Restklassenkorper von K.

Beweis : Ubungsaufgabe (siehe etwa [Wer], Kapitel 4). O

Wir nennen eine Korpererweiterung L/K eine nicht-archimedische Korpererweite-
rung, falls K und L jeweils einen nicht-archimedischen Betrag tragen, so dass der
Betrag von L denjenigen auf K fortsetzt. Ist L/ K eine nicht-archimedische Korperer-
weiterung, so ist definitionsgemdfs Rx C R, und Mg = M NRk. Alsoist kx C Ky,
das heifit £, /k ist eine Korpererweiterung. Aufierdem ist

| K™ |cl L7
eine Untergruppe.

ﬂbungsaufgabe 9 Ist L/ K eine endliche Korpererweiterung, so ist r1, /K eine endliche
Korpererweiterung. Ferner ist | K* |C| L* | eine Untergruppe von endlichem Index. Es sei
f der Korpergrad [k, : kx| und e der Index von | K* |in | L* |. Dann gilt

[L: K] 2ef.
Falls der Betrag auf K diskret ist, so gilt sogar
L:K]=ef.

Definition 2.20 Sei K ein nicht-archimedischer Korper. Fiir jedes a € K und r € R sei
d(a,r) ={z € K :| x — a |Z r} der abgeschlossene Ball mit Radius r um a und

D(a,r)={z € K:z—al<r}

der offene Ball mit Radius r um a.
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Ubungsaufgabe 10 Uberlegen Sie sich, dass D(a,r) abgeschlossen und dass D°(a,r) of-
fen ist.

Verbliiffenderweise sind im nicht-archimedischen Fall Bélle immer offen und abge-
schlossen.

Satz 2.21 Fiir a € K und r € R ist der abgeschlossene Ball D(a,r) sowie der Kreisrand
{reK:|z—al|=r1}

offen.
Der offene Ball D°(a, ) ist auch abgeschlossen.

Beweis : Es sei @ € K und r € R. Ist b ein Element mit | « — b |= 7, so gilt fiir jedes
c € K in D°(b, r) die Bedingung | b — ¢ |< 7.
Mit der starken Dreiecksungleichung folgt also aus Satz 2.5

la—c] = [(@a=b)+(b—¢)]
= max{|a—0b|,|b—c|}=7r

Somit folgt D°(b,) C {z € K :| x — a |= r}, daher ist die Kreislinie offen.
Daraus folgt, dass D(a, r) offen und D(a, r) abgeschlossen ist. O

Ubungsaufgabe 11 Fiir alleb € D(a,r) ist D(a,r) = D(b,r). Zwei nichtarchimedische
Biille sind also entweder disjunkt oder ineinander enthalten.

Ubungsaufgabe 12 K ist ein total unzusammenhingender topologischer Raum.

Definition 2.22 Ein nicht-archimedischer Korper heif$t sphirisch vollstindig, falls jede
Folge (D(an, 1)), -, abgeschlossene Biille in K mit

D(api1,70+1) C D(ay,ry) fiirallen 2 1

einen nicht-leeren Schnitt hat.

Beispiel 5: Jeder diskret bewertete Korper ist sphédrisch vollstandig.

Man kann zeigen, dass jeder sphérisch vollstindige Korper auch vollstandig ist. Die
Umkehrung gilt allerdings nicht!

Lemma 2.23 C, ist nicht sphirisch vollstindig.

Beweis : In den Ubungen. O
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3 Die Einheitskreisscheibe

Bevor wir in die allgemeine Theorie einsteigen, wollen wir zundchst das nicht-
archimedische Analogon der komplexen Einheitskreisscheibe £ = {2 € C | z [¢< 1}
betrachten.

Sei K ein beliebiger nicht-archimedischer Korper. Das naive Analogon von E ist der
abgeschlossene Ball
D(0,1)={z e K:|z|=1}

Dies ist allerdings topologisch kein niitzlicher Raum, da die Topologie auf K to-
tal unzusammenhédngend ist. Fiir die Entwicklung einer Theorie von analytischen
Funktionen ist dieser naive Standpunkt auch nicht ausreichend, denn beispielswei-
se ist die Funktion f : D(0,1) — R, definiert durch

f(x):{o , |xl<1

1 , =1,

auf der offenen Teilmenge DY(0,1) und auf der offenen Teilmenge
{r € K : z |= 1} jeweils durch eine konstante (also insbesondere eine kon-
vergente Potenzreihe) gegeben. Aber eine solche ,Sprungfunktion” sollte trotzdem
nicht analytisch sein.

Das erste Problem, also die schlechten topologischen Eigenschaften von D(0, 1) wer-
den wir durch Hinzufiigen zusétzlicher Punkte 16sen. Das zweite Problem, also
die geeignete Definition analytischer Funktionen, ldsst sich durch zusé&tzliche Be-
dingungen an die zugrundeliegenden offenen Uberdeckungen beheben. Auf diesen
Punkt kommen wir spéter zuriick.

Um das richtige Analogon der komplexen Einheitskreisscheibe zu definieren, brau-
chen wir folgende Funktionenalgebra. Wir nehmen im folgenden immer an, dass
K ein nicht-archimedischer vollstandiger Korper ist, der nicht trivial bewertet ist,
wenn nicht ausdrticklich etwas anderes gesagt wird.

Definition 3.1 Wir definieren die Tate algebra in einer Variablen als

o0

le{Zanz”:aneK,|an |1H—0>00}

n=0

Die Elemente in 7} sind also formale Potenzreihen tiber K, deren Koeffizienten be-
ziiglich des nicht-archimedischen Betrages auf K gegen Null konvergieren.
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Ubungsaufgabe 13 i) Esgilt K[z] C T}.

ii) Ty ist zusammen mit der koeffizientenweisen Addition und der Multiplikation

(nﬁ;anzn) @ b - i"; (zb)
eine K—Algebra.

Lemma 3.2 Eine unendliche Reihe Y ¢, mit ¢, € K konvergiert genau dann in K, wenn
n=0

| ¢ |— 0.

Beweis : Das folgt aus der starken Dreiecksgleichung, siehe [Wer], Lemma 9.1 [

Lemma 3.3 Eine formale Potenzreihe f(z) = ) a,z" mit Koeffizienten a, € K liegt
n=0

genau dann in Ty, wenn die Reihe f(x) = ) a,x™ fiir alle x € D(0, 1) konvergiert.
n=0

Beweis : f(z) = Z a,z" konvergiert nach Lemma 3.2 genau dann, wenn

| an | 2" - Ogeht Istf € Tj, so folgt das aus | a, |—> Ound | z |£ 1. Um-
gekehrt konnen wir in eine auf ganz D(0,1) konvergente Potenzrelhe f den Wert
z = 1 einsetzen und erhalten f € T7. O

Definition 3.4 Fiir f = Y a,2" aus T} definieren wir
n=0

I/ [l= max{] a, |- = 0}.
Wir nennen || . || die GaufSnorm auf 1.
Ubungsaufgabe 14 f || f || ist eine nicht-archimedische Norm auf Ty, das heifit, es gilt

i) || f = 0genau dann, wenn f = 0.
i) ||af |=|all| f| firallea € Kund f € T.
i) || f+g = max{|| f[I.] g}
Lemma 3.5 Die Gaufinorm auf T} ist multiplikativ, das heif$t, es gilt

I fg =M1l

fiiralle f,g € T1.
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Beweis : Sei f(z) = Z a,z" und g(z) = > b,z". Wir wihlen ny minimal, so dass
n=0

max{| a, |: n = 0} —| ano | gilt und n; minimal, so dass max{| b,, |: n = 0} =| by, |
gilt.

Alsoist | a; |<| ap, |furalle0 < i <nound | f ||=] Gng_ | sowie | b; |<| by, |fiir alle
0<i<nyund]| g |=]| by, | - Nun betrachten wir fg = Z (Z agby,_ k)z Aus

n
[ D2 akbng | = max |ag [ by |

-----

s I Allhgll

folgt | fgll=ll f UM gll-

Fir jedes k = 0,...,n9 + ny gilt k < ng oder ng + ny — k < ny. Ist k < ny, so gilt
| a |<]|| f |- Istng +ny — k < ny, so gilt | bygin,—k |<|| g ||. Also ist fiir £ < ny oder
ng+n; —k <ng

| | | gy —r < g I] -

Andererseits ist
| @ng | [ by =] ] g 1],

woraus mit Satz 2.5
no+ni

| Y abngem— =1 I g |
k=0

und somit | £ ¢ =] / | | ¢ || folgt. Die andere Ungleichung || fg [I<]| £ ||| ¢ | folgt
sofort aus der Definition. O

Definition 3.6 Eine K—Algebra A zusammen mit einer K—Norm || ||: A — R auf A
heifst Banachalgebra, falls gilt

D follZll £ gl fiiralle f,g € A. (Die Norm ist submultiplikativ.)

ii) Aist vollstindig beziiglich || ||, das heifit, jede Cauchyfolge in A konvergiert gegen ein
Element in A.

Ubungsaufgabe 15 Falls K vollstindig ist, so ist Ty eine Banachalgebra.

Nun werden wir zeigen, dass die Gaussnorm auf 7} mit der Supremusnorm auf

D(0, 1) tibereinstimmt.
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Lemma 3.7 Es sei K ein algebraischer Abschluss von K. Wir setzen den Betrag | |x wie
im 2. Kapitel auf K fort. Mit

D#(0,1)={re K :x <1}

bezezchnen wir die Eznheztskrezsschezbe in K. Offenbar gilt D(0,1) C D#(0,1). Sei f(z) =
Z a,z"™ € Ty. Dann konvergiert Z apx™ fiir alle x € D3(0,1) gegen einen Grenzwert

f( )in K. Es gilt
Ifl= sup [ f(z)]

aEDf(O,l)

und das Supremum wird angenommen, das heif$t, es gilt sogar

I 7ll=, max ()]

Beweis : Fiirz € K mit| 2 [< 1und f = E a,z" € T; so konvergiert E a,x™ nach
n=0 n=0

Lemma 3.3 gegen einen Grenzwert f(x) in K.

Aus der starken Dreiecksungleichung folgt | f(x) |< max | apa™ |S max | an |=[ f I,
n=0 n=0
alsoist sup | f(x) <] f .
:EEDf(O,l)

Fiir den Rest der Behauptung gentigt es zu zeigen, dass

<
/= pemax | f(z) |
ist. Dafiir reicht es zu zeigen, dass es ein x € Dy(0,1) gibt, fiir das || f ||=| f(x) |

gilt. Fiir f = 0 ist das klar. Also kénnen wir f # 0 annehmen. Nach Definition gibt
eseinb € K*mit | b |=|| f |. Indem wir f durch ! f ersetzen, kénnen wir ohne
Einschrankung annehmen, das || f ||= 1 gilt. Damit sind alle Koeffizienten a,, von f
im Ganzheitsring Ry (siehe Lemma 2.19). Wir bezeichnen die Quotientenabbildung

RK — RK/MK = KK

in den Restklassenkorper mit ¢ — ¢. Aus | a, |—> 0 folgt fur fast alle n, dass
n—oo
| a, |< 1 und somit a,, = 0 gilt. Also ist

00 N
= E CZ;LZn: E d;lzn
n=0 n=0

ein Polynom. Wegen || f ||= 1ist f # 0. Die Korpererweiterung K /K liefert eine
Korpererweiterung r /s i der Restklassenkorper. Der Restklassenkorper x;; enthélt
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unendlich viele Elemente (Ubungsaufgabe), also gibt es nach dem Fundamentalsatz
der Algebra mindestens ein Element ¢ € sz mit f(c) # 0. Dieses ist von der Form
¢ = & firein z € Rg = Dg(0,1), und es gilt f(z) = f(c) # 0 (Ubungsaufgabe).
Daraus folgt | f(z) |=1=| f | O

Wir untersuchen jetzt weitere Normen auf 7). Dazu nehmen wir an, dass K ein
nicht-archimedischer, nicht trivial bewerteter, vollstandiger und algebraisch abge-
schlossener Korper ist. Sei a € D(0,1) und r €]0, 1] eine reelle Zahl. Dann kénnen
wir analog zur Gaufi-Norm die Supremumnorm
Car(f) = sup | f(z) |
z€D(a,r)
betrachten. Mit dieser Schreibweise ist (o1 (f) =|| f || -

Ubungsaufgabe 16 (,, ist eine Norm auf Ty.

Istr =| b |€| K* |, so betrachten wir die bijektive Abbbildung

D(a,r) — D(0,1)

Die Umkehrabbildung ist durch x — bz + a gegeben. Sei f(x) = i apz™ € Ty. Dann
n=0
ist
Carr(f) =sup | f(x) |= sup | f(br+a)|
x € D(a,r) x € D(0,1)
Wir berechnen f(bx + a) als formale Potenzreihe:

[e.e]

flbx+a) = > ay(bxr+a)”

n=0

= i (i Uik (m;rk)ak)bmxm.

m=0 *k=0

Da f € T ist, ist (am+k (" ak)k>0 in K eine Nullfolge. Also konvergiert die un-

o0
endliche Reihe Y~ a,, (m,jk) a® = ¢,, € K. Somit ist
k=m

Car(f) = sup icmbmxm

z€D(0,1) m=0
00
= | 22 emb™a™ |
m=0
— m
= max{|cn | [ 5[}

— m
= max{| ¢ | 7™}
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Wenn wir f(z) um (x — a) entwickeln, so erhalten wir

f(x) = f((x —a)+ a) = i (koooam+k (m;k)ak> (x —a)™

= i Cm(x —a)™
m=0
Alsoist Cap( 35 em(r —a)™) = max{] ep | 1},
m=0 m=

Istr ¢| K* |, so ist
Car(f) = sup | f(z)|

x€D(a,r)

= sup Ca,s(f)v

SE|K*|,s<r

woraus auch hier .
Ca,r( Z Cm(x - a)m) = Igllgé(ﬂ Cm | Tm}
m=0 =
folgt.

Wir erhalten also folgendes Resultat:

Lemma 3.8 Fiir a € D(0,1) und r €]0,1] ist (,.(f) = sup | f(x) | eine Norm auf Ty.
z€D(a,r)

st = 3 enlw—a)", 50 gilt () = max{] e | 7},
m=0 m=

Fixieren wir a und lassen wir r gegen 0 gehen, so konvergiert fiir jedes f € T} der
Wert

Cor(f) = sup | f(z)]

z€D(a,r)

gegen | f(a) |. Daher definieren wir fiir jedes a € K

Cao(f) =] fla) | .
Dies ist keine Norm auf 7}, denn es gilt etwa
Cao(z —a) =0,
das erste Normenaxiom ist also verletzt.

Definition 3.9 Es sei K ein Korper mit einem Betrag | | und A eine K—Algebra. Eine
Abbildung v : A — Ry heifit Seminorm auf A, falls gilt

i) y(af)=|al|~(f) firalleac K,f e A
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i) v(f +g) =(f) +(9g) fiiralle f,g € A

iii)) v(fg) < v(f)v(g) fiiralle f, g € A, das heifst, y ist submultiplikativ.

Eine Seminorm ~ auf A heifst multiplikativ, falls sogar gilt

v(fg) =~(f)v(g)  firalle f,g € A.

Ist A eine Banachalgebra mit Banachnorm || ||, so heif$t eine Seminorm ~ auf A beschrinkt,
falls es ein C' > 0 gibt mit

Y SC| f firalle f € A

Ubungsaufgabe 17 Fiir jedes a € D(0,1) ist (. eine beschrinkte multiplikative Semi-
norm auf der Banachalgebra T. Fiir alle a € D(0,1) und r €)0, 1] ist ¢, eine beschrinkte
multiplikative Norm auf Tj.

Lemma 3.10 Sei K ein wvollstindiger nicht-archimedischer Korper und A eine
K —Banachalgebra mit multiplikativer Banachnorm sowie v : A — Rx( eine beschrink-
te multiplikative Seminorm. Dann gilt fiir alle f,g € Aund a € K :

D))=l
ii) Falls  nicht die Nullfunktion ist, gilt v(a) =| a |

iii) y(f +g) < max{vy(f),v(qg)}. Falls v(f) # ~(g) ist, so steht hier sogar “ = ".

Beweis :
i) Fur allen = 1 gilt
V) =) =Clfmlil=C i,
da v multiplikativ und beschréankt ist und die Banachnorm multiplikativ ist.
Alsoisty(f) £ V/C || f | . Far n — oo folgt daraus v(f) <|| f || -

ii) Da die Banachnorm multiplikativ ist, gilt || 1 ||=| 1 ||?, also || 1 ||= 1. Da v
nicht die Nullfunktion ist, folgt analog v(1) = 1. Nach i) gilt v(a) < @ ||=|
al]l1||=|alfirallea € K.Ista # 0, so ist also auch y(a™) <| a7t |=| a |7 .
Da v multiplikativ ist, gilt

1=19(1) =v(aa™") = y(a)y(a™),

also ist
[a|€ v =(a) £l al,

woraus 7(a) =| a | folgt.
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iii) Die binomische Formel liefert
ety = (@ +y))

(Z ()= y")

< 31 1@
< (n+4 1) max{y(z),v(y)}"

da der Betrag auf K nicht-archimedisch ist.

Die erste Behauptung folgt durch Ziehen der n—ten Wurzel, gefolgt von einem
Grenziibergang fiir n — oo.

Falls zusatzlich v(f) < ~(g) gilt, so folgt v(¢9) < max{y(f + ¢9),v(—f)} =
v(f + g). Daraus ergibt sich der Zusatz.

O

Wir kénnen auch noch durch einen anderen Grenziibergang neue Normen definie-
ren. Es sei (a,),> eine Folge von Punkten in K und (r,),>; eine Folge positiver
reeller Zahlen mit r,, < 1, so dass fiir allen = 1

D(ans1,7ms1) C D(ap, )
gilt.
Dann ist fuir alle f € T}

Cansrrass (F) S Canr (f)-

Wir definieren

C(anﬂ"n)n (f) = igflgan,rn (f)

ﬁbungsaufgabe 18 Sei D(api1,7n+1) C D(ay, r,) wie oben eine absteigende Kette abge-
schlossener Kreisscheiben in D(0,1). Dann definiert ((,, ) eine multiplikative, beschriink-
te Norm auf T}. Ist (\D(ay, r,) # 0, so folgt \D(ayn, rn) = D(ag, o) filr ein ag € D(0, 1)

und ein ry € [0, 1]. Xlso ist der Schnitt eine abgeschlossene Kreisscheibe in D(0, 1) oder (im
Falle r = 0) ein Punkt. In diesem Fall gilt {(q, 1) = Cag.ro- Falls hingegen (\D(ay,r,) = 0

ist, so ist inf r,, > 0.

n>1

Nur im Falle von Korpern, die nicht sphérisch vollstindig sind, erhalten wir also
durch diese Definition neue Normen auf 7.

Wir definieren nun den Berkovichraum zur Kreisscheibe.
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Definition 3.11 Es sei K vollstindig und nicht-archimedisch. Wir definieren M(11) als
die Menge aller multiplikativen, beschrinkten Seminormen auf 1.

Wir statten M(Ty) mit der grobsten Topologie aus, fiir die fiir jedes f € T die Abbildung

M(Ty) — Ry
v o (f)

stetig wird.

Wir haben (im Falle K algebraisch abgeschlossen) schon gesehen, dass fiir alle
a € D(0,1) und r €]0,1] die Norm (,, in M(T;) liegt. Ferner liegen alle (,, in
M(Ty) sowie fiir jede Folge absteigender Kreisscheiben (D(an, T”))nZO die Grenz-
norm C(amm)n.

Ubungsaufgabe 19 Wir konnen vermige a — (.o die Kreisscheibe D(0,1) in M(Ty)
einbetten. Die Relativtopologie auf D(0, 1) stimmt mit der Topologie auf K iiberein.

Wir wollen den topologischen Raum M(T7) nun genauer untersuchen. Dazu brau-
chen wir folgende Resultate:

Satz 3.12 (Weierstrafi-Division). Es sei g(x) = > a,z" € Ty mit g # 0 und || g ||
n=0

= max | a, |= ’an()’ und | a, |<| an, | fiir alle n > ny.
Dann gibt es fiir jedes f € T ein g € Ty und ein Polynom r € K[z] vom Grad < ny mit

f=ag+r

Ferner gilt || f ||=max{|| g || || ¢ |I.|| ||}, und q und r sind eindeutig bestimmt.

Beweis : Nach Multiplikation mit einem ¢ € K koénnen wir ohne Einschrankung
| g ||= 1 annehmen.

Wir betrachten den Unterring
TV ={fenfl=1}

von 7T} und das Ideal

a={feTi:| fll<1}
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Dann ist R C Tl(l) und My C a. Der Quotientenkdrper ki = Ry /Mf ist also im
Quotientenring Tl(l) /a enthalten. Wir betrachten die Abbildung

a: TV — Ki|z]
(> apz™) — > aya”,
n=0 n=0

wobei a,, das Bild von a,, unter der Quotientenabbildung Rx — kx bezeichnet. Da
tast alle a,, Null sind, ist & wohldefiniert. Ferner ist o ein surjektiver Ringhomomor-
phismus (Ubungsaufgabe).

Wir zeigen zundchst den Zusatz zur Weierstraf3-Division. Angenommen, f = qg +r
mit einem Polynom r vom Grad < ny, dann ist nach Definition von n, der Grad von
a(g) mindestens ny. Aus f = qgg+ r folgt || f ||< max{|[ ¢ || || ¢ ||, ]| r ||}. Falls f echt
kleiner als dieses Maximum ist, so wihlen wir ein ¢ € K* mit

| al=max{[[ ¢ [l g rI}
Dannist || a7 f ||< 1,also a(a™! f) = 0, woraus
alatqg+atr) =0

folgt. Das widerspricht der Tatsache, dass der Grad von «a(a~'r) echt kleiner als ng
ist, derjenige von a(a"'qg) aber = ny. Alsoist || f |[|= max{|| ¢ || || ¢ ||, ]| 7 ||}. Die
Eindeutigkeit der Weierstraf3-Division folgt dann aus der Tatsache, dass 0 = qg + r
die Bedingung || 0 [|=max{|| ¢ || || ¢ ||, || ~ ||}, also ¢ = » = 0 impliziert.

o
Sei g = ) a,x™ wie oben. Dann ist
n=0

£ =max | a, |<1
n>ngo

nach Definition von n,. Wir zeigen nun folgende Aussage:
(x) Firjedes f € T; gibtes ¢ € T} und f; € T} sowie ein Polynom r € K[z] vom

Grad < ng mit
f=q9+r+fi und

gl [T Il I sowie || fill=ell £ -

Aus der Aussage (*) folgt die Weierstras-Division, denn wir konnen, beginnend mit
fo = f induktiv eine Folge (f,,).>0 in 7} definieren, so dass gilt

fn =qng +7n + fn+1
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wobei ¢, € Ty und r,, € K[z] vom Grad < ng mit || ¢, ||£ ™ || f || und || r, ||S &"
| f || sind und aulerdem

| far IS ™1 £l

gilt. Alsoistg= > ¢, € Thund r = > r, € T} und r ein Polynom vom Grad < ny.
n=0 n=0
Da

f=q9+r

gilt, folgt die Behauptung. Es bleibt also () zu zeigen. Dazu wahlen wir zunéchst

ein Polynom p € K[z mit || f —p [|S ¢ || f || . Ferner schreiben wir g = )~ a,2"
n=0

als Summe von go = ) a,2" € K[zjund ¢y = > a,2" € T;. Definitionsgemafs
n=0 n=nop+1
ist || g1 ||= e und || go ||= 1. Wir kdnnen nun in K[z] das Polynom p mit Rest durch

go dividieren und erhalten p = qgo + r fiir g, 7 € K[z] und grad (r) < no = grad(go).
Jetzt schreiben wir

f = p+(f-p
= qgo+r+(f—0p)
= (gg+7)+ (f—p+alg—9)).

Dasselbe Argument wie zu Beginn des Beweises zeigt || p ||= max{|| ¢ || || g0 |,
I 11} = max{[| ¢ [, [| ||}, woraus wegen || p [|=[| f || folgt, dass

Fa {10 =1
sind.
Auerdem ist || f —p |[S e [| f [[und [| go — g [[=] 91 [I= &, woraus fir f, =
f—=p+algo— g) folgt

I fllsell fI-
Damit ist (x) bewiesen. O

Korollar 3.13 T3 zusammen mit der Gaufsnorm ist ein euklidischer Ring, also insbesondere
ein Hauptidealring.

Beweis : Das folgt aus Satz 3.12. Die Euklidische Normfunktion ist gegeben durch
d(g) = ny. O
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ﬂbungsaufgabe 20 f = > aya™ € T ist eine Einheit in T\ genau dann, wenn ay # 0
k=0

und | a, |<| ao | fiir alle n > 0 ist.

Satz 3.14 (Weierstraf$'scher Vorbereitungssatz). Jedes f € T lifSt sich schreiben als f(x) =
p(z) - u(z), wobei p(x) € K[z ein Polynom und u(x) € T eine Einheit mit || u ||= 1 ist.

Beweis : Ohne Einschrankung ist f # 0. Wir schreiben f(z) = ) a,2" mit| a,, |=||
n=0
flund | a, |>| an, | fur alle n > ny. Nun wenden wir die Weierstra3-Division (Satz

3.12) auf das Polynom z"° an und erhalten
" =qf+r

mit einem Polynom r € K[z] vom Grad < ny. Ferner gilt

L=l 2™ fl=max{|| ¢ [[ ] £ I 1l = I}
Es seip(x) = 2™ —r € K[z].

Dann gilt
p=q-f

und es bleibt zu zeigen, dass ¢ eine Einheit in 7} ist.

Esseic € K*mit|c|=| f| . Dannist| ¢ !f ||=1und

leg I=lellgl=IrIllal=1.

Also kénnen wir die Abbildung o aus dem Beweis von Satz 3.12 auf ¢! f und cq

anwenden und erhalten
a(p) = alcq)a(c f).

Das Polynom «(p) hat den Grad ny. Nach Definition von n, hat aber auch «(c™! f)
den Grad ny, also ist a(cq) € K*. Daher ist ¢c¢ = d + ¢; mit einem d € K, so dass
| d|=1und || ¢ ||< 1 gilt. Nach der Ubungsaufgabe vor der Behauptung des Satzes
ist also cq eine Einheit in 77 mit || ¢q ||= 1. Da fiir u = (¢q) ™!

f=(cep)-u

gilt, folgt unsere Behauptung. O
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Satz 3.15 Fiir einen vollstindigen und algebraisch abgeschlossenen Korper K enthiilt
M(Th) genau die folgenden Elemente

i) Fiir jedes a € D(0, 1) die Seminorm (, . Diese Elemente heiffen Punkte vom Typ 1.

ii) Fiir jedes a € D(0,1) und r €]0, 1] die Norm (,,. Hier ist (,, = (s genau dann,
wennr = sund | a —b |S rgilt. Ist r €| K* |, so heif$t ein solches (, , vom Typ II.
Ist r ¢| K* |, so heif$t ¢, , vom Typ IIL

iii) Fiir jede absteigende Folge von Kreisscheiben
D(an—i—la Tn-l—l) C D(a'na rn)

mit a, € D(0,1) und r,, €]0,1], so dass () D(an,r,) = 0 ist, die Norm ((a, r.), =

inf ,, ,,,. Solche Elemente heiffen Punkte o Typ 1V. Sie treten nur auf, wenn K
nicht sphiirisch vollstindig ist.

Beweis : Zundchst iiberlegen wir uns, dass (,, = (s genau dann gilt, wenn
r = s 2| a—b | gilt. Dass dies eine hinreichende Bedingung ist, folgt aus
D(a,r) = D(b,r) fir | a — b |< r. Also nehmen wir an, dass (,, = (s gilt. Dann
istr = (r(z —a) = Gs(z —a) = Gs((z — b) + (b— a)) = max{s,| b—a |}. Analog
zeigt man s = max{r,| b — a |}. Daraus folgt | b —a |[S r = s.

Es bleibt zu zeigen, dass jedes Element von M(T7}) ein Punkt vom Typ I, II, III oder
IV ist. Dazu betrachten wir v € M(7T;) und untersuchen die Werte v(x — a) fiir alle
a € D(0,1). Falls y(z — a) 2 y(x — b) ist, so folgt

(x) la=bl=9(a=0)=7((z—b) = (z —a)) < max{y(z —b),y(x —a)} =7(z —a).
Hier steht sogar “ = “, falls y(x — a) > y(x — b) ist.

Wir setzen r = ill)n((f) ) v(z — a). Sei (a,),>1 eine beliebige Folge in D(0, 1), so dass
ac ) -

r, = y(x — a,) eine absteigende Folge ist, die gegen r = infr, konvergiert. Wir
zeigen nun, dass dann fiir alle a € D(0, 1) gilt

(**) 7(3: - CL) = lim Can,rn<x - a’)'

n—oo

Es gilt nach Definition » < y(z —a). Falls r = vy(z — a) ist, so ist y(z — a,,) =7,

v
.
I

vy(x — a). Aus (*) folgt dann

| a, —a|S y(x—a,) =71,
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Daher ist
Canﬂ"n ('Z. - a) = Canﬂ"n ((Z’ - an) + (a'n - a’))
= max{r,,| a, —a |} =71,
woraus

lim (2 @) = im 1, = =5 —a)

folgt.

Falls r < v(z — a) ist, dann gilt fiir fast alle a,,, dass r,, < y(x — a) ist, also y(z — a,) <
V(z —a).

Mit (%) und seinem Zusatz folgt daraus
|a—a, |=~(x—a).
Daher ist r,, = y(z — a,) <| a — a, |, und es gilt

Can,rn ("E - a) = Can,rn ((ZE - a)n + (an - a))
= max{r,,|a, —al}

= |a—a,|=7v(r—a).
Die Folge (,,, », (x — a) wird hier also sogar stationdr und insbesondere gilt ().

Falls nun () D(ay,r,) # () ist, so sei b ein Punkt in diesem Schnitt. Dann ist

n=1

D(b,r) = ﬂ D(a,,r,) (Ubungsaufgabe).

n>1
Fir r = 0ist D(b,r) = {b}.

Dann ist (,,, ,, = (., und

le Canrn (. — a) = Gz — a).

Falls (N D(ay,r,) = 0 ist, so folgt aus 7,41 < 7, mit (x), dass

n=>1
| apy1 — an | S 7.
Somit ist D(a,+1,7m4+1) C D(an, ry,) eine absteigende Folge von Kreisscheiben.

Wir haben also gezeigt: Es gibt eine Seminorm § in M(77) vom Typ L II, III oder IV,
so dass
Az —a) = d(z —a)
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fur alle a € D(0, 1) gilt.

Ist f € T beliebig, so schreiben wir mit Satz 3.14 f = pu fiir ein p € K|z] und eine
Einheit u mit || u ||= 1. Da K algebraisch abgeschlossen ist, gilt p(z) = ¢ [[(z — a;)
=1

fir geeignete c € K und a; € K. Alsoisty(f) =| ¢ | ﬁ ~v(x—a;)y(u). Da v beschrankt
=1
ist, gilt v(u) <[] w |= 1und y(u™') || ! ||= 1. Daraus folgt v(u) = 1.

Analog zeigt man 6(u) = 1. Es folgt

1) = el e —a)
= le| [To(@-a)
— 8(p) = 6(p)o(w) = 8().

Daher ist v in der Tat eine Seminorm vom Typ I, II, II oder IV. O

Ein beliebiger vollstindiger Korper K, kann immer in einen vollstandigen, algebra-
isch abgeschlossenen Korper K eingebettet werden, etwa durch Ubergang zur Kom-
plettierung eines algebraischen Abschlusses. Wir konnen dann den Berkovichrdu-
men iiber K, als Menge der Fixpunkte unter der Gal(K /K )—Operation aus dem
Berkovichraum tiber K zurtickgewinnen.

Fiir den Rest des Kapitels nehmen wir an, dass K vollstdndig und algebraisch abge-
schlossen ist.

Korollar 3.16 Der topologische Raum M (1) ist Hausdorff'sch.

Beweis : Nach Satz 3.15 ist jedes Element in M (7}) ein Punkt vom Typ I, II, III oder
IV. Sind (., # (s mita,b € D(0,1) und r, s € [0, 1] zwei verschiedene Punkte vom
Typ L, Il oder 111, so gilt nach Satz 3.15ii) | a — b |> max{r, s} oder | a —b |< max{r, s}
und r # s. Ohne Einschrankung konnen wir r 2 s annehmen. Im ersten Fall gilt

dann
Cor(x—a) = rund

Gs(r —a) = Cb,s((:c —-b)+(b— a))

= max{s,|b—al|} =|b—a]|

Ist 2¢ <| a — b | —r, so sind die Umgebungen

{yeM(Ty):r—e<~y(x—a)<r+e}
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von (,, und
{veMT):|b—a]——e<vy(x—a)<|a—0b]|+e}

von (j s disjunkt.

Im zweiten Fall, also fiir | a — b |< rund r > sist D(a,r) = D(b,7), also (o, = (o
Dann sind fiir 2¢ = r — a die Umgebungen

{yeM(Ty) :s—e<~vy(x—0b) <s+¢e}
von (s und {y € M(T1) : v —e <vy(x —b) <r+e}von (,, = (, disjunkt.

Den Fall, dass mindestens einer der zu trennenden Punkte vom Typ IV ist, lassen
wir als Ubungsaufgabe. O

Lemma 3.17 Fiir jedes a € D(0, 1) ist die Abbildung

pa:[0,1] — M(TY)
t — Ca,t

stetig und injektiv. Das Bild von p, ist also ein stetiger Weg von (, o nach (.1 =|| || -

Beweis : Die Injektivitét folgt aus Satz 3.15, ii). Fiir die Stetigkeit gentigt es zu zeigen,
dass fiir alle r, s € Rund f € T} das Urbild

pa {y EM(T1) ir <A(f) < st ={t€[0,1] 17 < Cuulf) < 5}
offen in [0, 1] ist.

Wir haben oben gesehen, dass fiir f(z) = i ez — a)" gilt
n=0

Curlf) = mac{] e | 17,

Man sieht leicht, dass
{t €10,1] : max | ¢, | t" €]r, s[}

offen ist. Offenbar ist p,(0) = (oo und p,(1) = Cu1 =|| || - O

Lemma 3.18 Wir nehmen an, dass K nicht sphiirisch vollstiindig ist. Es sei (D (an,m0)), -,
eine absteigende Folge von Kreisscheiben in D(0, 1) mit () D(an, ) = O und (a, 1), -, der

n=0

zugehorige Punkt vom Typ IV. Also ist r = igg rn, > 0. Dann existiert fiir jedes r' €]r, 1]
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genau ein Punkt (., vom Typ 1I oder III mit D(a,,r,) C D(da',r’) fiir fast alle n. Die
Abbildung
p 1] — M(Th)
[
mit plr') = { Sonrn T
Ca,r’ r'>r

ist injektiv und stetig. Das Bild von p ist also ein stetiger Weg von ((a,, r,.), -, 2ur Gaussnorm

Beweis : Wir miissen zundchst die Wohldefiniertheit von (,, zeigen. Angemom-
men D(a,r’) und D(b,r’) enthalten fast alle D(a,,r,). Dann wihlen wir ein ny, mit
D(any, Tny) C D(a, 7 )ND(b,7"). Alsoist D(a, ") = D(an,, ") und D(b,r") = D(an,, ).
Daraus folgt (., = (.

Ist (4,» = (b5, 5O folgt nach Satz 3.151ii) | a — b |= 1" = s'. Also ist p injektiv.

Fur s > v in|r, 1[ und p(r') = (. ist p(s') = (,s, denn D(a, s’) D D(a,r’) enthilt
ebenfalls fast alle D(a,, r,). Mit dieser Beobachtung folgt die Stetigkeit wie in Lem-
ma 3.17. ]

Die Wege, die wir in Lemma 3.17 und Lemma 3.18 konstruiert haben, enthalten
aufler dem Anfangspunkt vom Typ I oder IV nur Punkte vom Typ II oder IIIL.

Satz 3.19 M(T}) ist wegzusammenhingend.

Beweis : Wir haben in Lemma 3.17 und Lemma 3.18 gesehen, dass wir jeden Punkt
vom Typ I oder IV durch einen stetigen Weg mit dem Gaufipunkt verbinden kon-
nen. Ist ¢, ; fiir a € D(0,1) und s €]0, 1] ein Punkt vom Typ II oder III, so ist die
Einschrankung von p, aus Lemma 3.17 auf [s, 1], also die Abbildung
[87 1] — M<T1>
r o Cap
stetig und injektiv. Ihr Bild ist also ein stetiger Weg von (, o nach || || . Daraus folgt
die Behauptung. O

Ubungsaufgabe 21 Fiir a # b treffen sich die Wege von (.o nach || || und von ¢, nach
||| im Punkt Cyja—p) = Cb,ja—b| Und reisen von dort zusammen zum GaufSpunkt. Es ist

Pap : [0, 1] — M(TY),
r '_>{ Ca,2\a7b\r r g

G2labli-r) T =

D= N[

ein stetiger Weg von (, o nach (.
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Wir definieren fiir jedes a € D(0,1) und r € [0,1] :

N(a,r) = {yeM):v(x—a) <r}
AN(a,r) = {ye M(Ty) :y(x —a) <r}.

Satz 3.20 Eine Basis der Topologie auf M(T}) wird gegeben durch Mengen der folgenden
Form

mit a,a; € D(0,1) und r,r; € |K*|.
Beweis : Ubungsaufgabe. O

Korollar 3.21 Die Abbildung

D(0,1) — M(Ty)
b — G

hat dichtes Bild. Mit anderen Worten: die Punkte vom Typ I liegen dicht in M(Ty).

Beweis : Wir miissen nur zeigen, dass in jeder offenen Basismenge U aus Satz 3.20
ein Punkt der Form ¢, o liegt.

Ist U = A°(a,r), so wahlen wir |b — a| < r und erhalten (,o(x —a) = [b —a| < r.
N

Ist U = M(Ty)\ U A(ay, i), so wahlen wir ein b € D(0, 1) mit |a; — b] > r; fur alle
i=1

N

i=1...N.Falls U # () ist, also falls | A(a;,r;) # M(T}) ist, existiert immer solch
i=1

ein b. Wie oben sehen wir (, o(x — a;) = |b — a;| > r;, also b ¢ A(a;, 7).

N
Analog untersucht man U = A°(a, )\ U A(a;, 7). O

=1

Korollar 3.22 Die Punkte vom Typ I1, also die Menge {(,, : a € D(0,1),r € |K*|} liegt
dicht in M(Ty).
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Beweis : Wir argumentieren wieder mit der Basis aus Satz 3.20.

Ist U = A°(a,r), so wéahlen wir wieder b mit |[b — a| < r und betrachten den Punkt
Gv,s vom Typ Il fiir ein s < r. Dann gilt ¢, ((z — a) = max{s, |b — a|} < r.

Analog wéhlen wir fir U = M(T7)\ U N(ai,ri) £ Deinb € D(0,1) mit |a; — b > r;

furallei=1,..., Nundein s < mm {rz} in |[K*|. Dann gilt

Gs(z —a;) =max{s,|b—a;|} =|b—a;| >
tiir alle 4, so dass (; s ein Punkt vom Typ Il in U ist. Den dritten Fall behandelt man
analog. O

Proposition 3.23 M(T) ist kompakt.

Beweis : Dazu betrachten wir die Abbildung
d: M(Ty) — R?
fiir die Indexmenge I = K [z], die durch ®(v) = (v(f)) fel gegeben ist.

Fiir jedes Polynom f € Klz] ist v(f) <|| f ||, also ist das Bild von ® im Produkt
der kompakten Intervalle [0, || f ||] Uber alle f € K[z] enthalten. Nach dem Satz von
Tychonoff ist dies ein kompakter topologischer Raum.

Die Abbildung @ ist offenbar stetig, denn alle Auswertungsabbildungen v — ~(f)
sind stetig auf M (T7).

Die Bedingungen, die eine multiplikative Seminorm charakterisieren, sind abge-

schlossen, so dass Bild (®) eine abgeschlossene Teilmenge von [0, f ||] ist. @
fer
ist auSerdem offenbar ein Homdomorphismus auf sein Bild, also folgt, dass M (7})

kompakt ist. O

Definition 3.24 Fiir v, v, € M(1}) definieren wir -, < », falls

Y1(f) = 7(f)

fiir alle f € Ti.

Das definiert eine partielle Ordnung auf M(7T}) (Ubungsaufgabe). Die Gaufinorm
| || ist offenbar ein maximales Element fiir diese partielle Ordnung.
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Lemma 3.25 Esist (,, < (s genau dann, wenn D(a,r) C D(b, s).

Beweis : Da (,, = I%e(LX : | f(z)] ist, ist die Riickrichtung , <" klar. Wir zeigen also
xelD(a,r

,=" und nehmen ¢, , < (s an.

Aus (o (x — a) = G s(x — a) = max{s, |a — b|} folgt entweder s = |a —bjund s = r,
und somit D(a,r) C D(b,s) oder s < |a — bl und r < |a — b|.

Im zweiten Fall berechnen wir

Car(z —b) = max{r,|a—>b|} =|a—b|
und ¢ s(x —b) = s

und erhalten einen Widerspruch. O

Lemma 3.26 Es seien (V) = lim (,, ,, und (® = lim ¢, ,, zwei Seminormen vom Typ
n—oo n—oo

Dann gilt ¢V < ¢ genau dann, wenn es fiir jedes k Indizes m,n 2 k mit D(a,,, ) C
D(b,,, s,,) gibt.

Beweis : Ubungsaufgabe. O

Korollar 3.27 Unter der partiellen Ordnung < sind die Punkte vom Typ I und IV minimal.

Der Gausspunkt ist der eindeutige maximale Punkt.

Beweis : Wir haben schon gesehen, dass der Gausspunkt maximal ist und es ist klar,
dass er der einzige Punkt mit dieser Eigenschaft ist.

Wir betrachten ¢, o vom Typ I und nehmen an ¢ < ¢, fiir ein ( € M(T7).

Falls ( vom Typ I, II oder Il ist, also ¢ = (5, so folgt aus Lemma 3.26, dass ¢ = (,0
ist. Ist ¢ vom Typ 1V, so ergibt sich fiir ¢ = lim (,,,, fiir die absteigende Folge
n—oo

D(ay,r,) von Béllen, dass
max{|a, —a|,r,} = ((z —a) £ (olr —a)=0
ist. Also sind alle r,, = 0, was nicht sein kann.

Die Minimalitdt von Punkten vom Typ IV folgt mit Hilfe von Lemma 3.26. O
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Lemma 3.28 Fiir je zwei Punkte (;, (> in M(1) existiert eine kleinste obere Schranke (; V
(o € M(T1) beziiglich der partiellen Ordnung <.

Beweis : Sind (; = (,, und (» = (s mit {,p £ s und G5 £ (o, beide vom Typ LII
oder III , so ist nach Lemma 3.26

Ca,ja—b| = Cb,ja—b|
eine kleinste obere Schranke.

Ist (1 = (4 und (3 = lim (,, ,, vom Typ IV, so argumentieren wir analog mit den
n—oo
Seminormen auf dem Weg aus Lemma 3.18.

Fiir zwei Seminormen vom Typ IV lassen wir die Behauptung als Ubungsaufgabe.
0J

Definition 3.29 Wir definieren den Durchmesser eines Punktes ( € M(1}) als

diam(¢) = inf{((x — a) : a € K}.

Es ist also diam (,, = r fiir einen Punkt vom Typ I, II oder III und diam (,, ;) =
lim 7, > 0 fiir einen Punkt vom Typ IV.

n—oo

Definition 3.30 Essei d : M(T}) x M(T1) — R definiert als

d(¢,¢) = 2dim(C v (') — diam¢ — diam(”
= ((diam¢ Vv ¢’) — diam() + ((diam¢ Vv ¢) — diam(’).

Dies definiert eine Metrik auf M(T;) (Ubungsaufgabe).

Wir wollen uns jetzt noch die lokale Struktur von M(7;) um einen Punkt ¢, , vom
Typ Il ansehen. Hier ist » =| b |€| K* | . Wir betrachten die Abbildung

v:D(a,r) — kg
c — L

wobei %3¢ die Klasse des Elements 3¢ € R = {z € K :| | 1} unter der Restklas-
senabbildung Ry — kk bezeichnet.

Die Abbildung v ist surjektiv, denn fiir jedes x € R liegt a—xb € D(a,r) und erfiillt

v(ia —xb) = 7.
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Falls andererseits c und ¢’ in D(a, ) unter v auf denselben Wert abgebildet werden,

a—c

D
Ce,s = (o s flr alle s in einem Intervall [r — ¢, 7] positiver Lange e. Also ist v(c) = v(¢)

so folgt “7° — € Mg, also | ¢ — ¢ |< r. Das ist dquivalent zu der Tatsache, dass
genau dann, wenn sich die Wege von (.pnach || | und von(,onach| | ineinem

Punkt (. ,_. treffen und von dort aus tiber (,, zum Gausspunkt fiihren.

Wir erhalten so eine Bijektion zwischen dem Restklassenkorper xx und der Menge
von Aquivalenzklassen von Wegen von (.o nach ¢, ,, wobei wir zwei Wege dquiva-
lent nennen, wenn sie auf einem Intervall positiver Lange tibereinstimmen.

Man kann zeigen, dass dies fiir r = 1, also (,, =|| | alle Aquivalenzklassen von
Wegen in | || sind. Fiir » < 1 kommt noch eine Klasse hinzu, die durch den Weg
von (,, nach || || gegeben wird.

Die Kardinalitdt der , Richtungen” in einem Punkt vom Typ Il ist also die des Rest-
klassenkorpers r .

Ubungsaufgabe 22 (nach [Ba-Rul, Kapitel 1) Die oben definierte Metrik d macht M(Ty)
zu einem R—Baum. Ein R—Raum ist ein metrischer Raum (X, d), in dem es fiir zwei Punk-
te x,y € X jeweils genau einen stetigen Weg von x nach y gibt, den wir als Bild einer

isometrischen Einbettung
la,b] — X

eines reellen Intervalls nach X schreiben konnen. Damit kann man zeigen: M(1}) ist ein-
deutig wegzusammenhingend.

Wir konnen uns M (77) als verallgemeinerten Baum mit der Wurzel || || vorstellen.
Die Zweige in || || stehen in Bijektion mit dem Restklassenkorper. In jedem Punkt
vom Typ II, verzweigt sich der verallgemeinerte Baum wieder, so dass die neuen
Zweige in Bijektion zum Restklassenkorper stehen. Die Blitter dieses verallgemei-
nerten Baums sind die Punkte vom Typ I oder IV. Weitere interessante Dinge tiber
M(T) erfahrt man in [Sil].
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Co,1

Za Zb

4 Affinoide Algebren

Wir wollen nun den Raum M(T}) aus dem letzten Kapitel verallgemeinern. Zu-
néchst betrachten wir Tate-Algebren in mehreren Variablen. Wir arbeiten tiber ei-
nem vollstdndigen, nicht-archimedischen Korper K, der nicht trivial bewertet ist.

Wir betrachten fiir n = 1 Potenzreihen in n Variablen z, ..., x,. Dabei verwen-
den wir Multi-Index-Notation: Wir schreiben z = (zy,...,z,) und fir jedes I =
(i1,...,in) € (Ng)" setzenwirz! =l - ... arund | I |= 41 + ... + iy,

Definition 4.1 Die Tate-Algebra T,, in n Variablen ist definiert als

To=1{> ax’:a; € K mit |a[|m:>>00}

TeNy

Die Bedingung | a; |‘ ”—> 0 bedeutet hier, dass fiir alle € > 0 ein m existiert, so dass
— 00

fur alle I mit | / | m die Bedingung | a; |< ¢ gilt.

Wir definieren analog zum bekannten Fall n = 1 fiir jedes f = Y a2’ € T, die
Gaufinorm als
I fll=max]ar].
Ubungsaufgabe 23 i) T, gemeinsam mit der Gaufinorm ist eine Banachalgebra iiber
K.

ii) Eine Potenzreihe Y a;x! liegt genau dann in T,,, wenn fiir alleb = (by, ..., b,) € K"
die Reihe Y a;b' in K konvergiert.
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Satz 4.2 Sei K der algebraische Abschluss von K. Dann ist fiir jedes f € T,

| fll=sup | f(z) |= max | f(z) |

Beweis : Dies zeigt man genau wie Lemma 3.7, indem man 7, D = {feT, | 1|
< 1} und den surjektiven K —Algebra-Homomorphismus

©: 7 — Ril|T1,..., Ty
Sapp! — Y apx!
T T
betrachtet. 0

Wir wollen nun Ideale a C T, untersuchen. Unser Ziel ist es zu zeigen, dass jedes
Ideal in 7, abgeschlossen ist.

Satz 4.3 Sei a C T, ein Ideal. Dann existieren Erzeuger ay,...,a, von a mit folgenden
Eigenschaften:

i) || a; ||=1fiiralle

ii) Fiir jedes f € aexistieren f1,..., f, € T, mit f = fia; und || f; || f || - Es gilt
i=1

also || f ||= max || fi [| .

Beweis : Wir setzen wieder 7\ = {f €T, ] f|£ 1} und betrachten den surjekti-
ven K —Algebren-Homomorphismus

o: TV — kglr...w)

Sar! — S apal
T T

EsistanTy" einIdealin T\". Da ¢ surjektiv ist, ist a = p(an T,") ein Ideal im Poly-

nomring kg1, ..., ,). Dieser ist noethersch, also ist a von endlich vielen Elemen-
ten ¢(ay),. .., ¢(a,) erzeugt, die alle ungleich null sind. Die Elemente a4, ...,a, € a
erfullen also || a; ||=1furallei =1,...,r.

. I
Da die Elemente (z/¢(a;)) ICNg it .,
den wir eine kx —Basis von a, die aus solchen Elementen besteht. Indem wir Urbil-

. das Ideal a als xx—Vektorraum erzeugen, fin-

derin T,S” betrachten, finden wir also eine Indexmenge M’ und ein System (., ) e

)

von Elementen in T , so dass jedes y,, von der Form y,, = z’q; fiir geeignetes [
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und i ist, so dass (¢(ym)) eine kx—Basis von a ist. Wir ergédnzen (y,,)merr um

meM’

Monome vom Typ ', I € Nj zu einem System (y,n)menr, 50 dass (¢(ym)),,,, €ine

ki —Basis von k[xy ... x,] ist.

Esista;, =) cy)xf als Element von 7. Die Folge {cgi) ci=1,...,r, I € NJ} ist eine

1
Nulllfolge in K. Also erfiillt der kleinste vollstindige Unterring S, der diese Folge
enthilt, die Bedingung

e=sup{|al:a€ Smit |a|< 1} <L
(Ubungsaufgabe, siehe [Bo], 2.3, Proposition 3.)

Da alle | c(ji) |< 1sind, ist S C Rk. Wir erhalten eine Korpererweiterung g =
S/My NS — kg = Rg /Mg (Ubungsaufgabe).

Alle Koeffizienten von ¢(a;) liegen in kg, somit liegen auch alle

O(Ym) € KslT1, ..., 2]

Fiir jedes J € N} lasst sich ¢(z7) € kg[x1, .. ., x,] auf eindeutige Weise aus den ¢(y,,)

linear kombinieren:

0(@7) =" b)) (Ym), bin(J) € ks, fast alle by, = 0.

meM

Dann ist by, (J) = bn(J) + (Mg N S) die Restklasse eines b,,(.J) in S. Somit ist
| 27 =3 b (J)ym ||< 1. Da alle Koeffizienten in S liegen, folgt || 27 — >~ by (J)ym |
E. "

Nun betrachten wir ein beliebiges Element f(z) = > d;a’ € T,,. Es gibt ein Teilpo-
I

lynom p(z) von f(z) mit || f —p [|[S e || f |, also | p ||=| f || - Zu p existiert ein
Polynom der Form g; = 3 diy, mit | p—g1 [|S ¢ || f [, alsoauch || f—g1 [|S e || f |-
Da ¢ < 1ist, folgt hieraus || f ||=|| g1 ||. Ferner ist

Fg1 1= max{| du | | ym I} = max{]| dy [}

=:0.
Dann ist 61 f € T\", und es gilt (071 f) = p(6Lg)) = Zc@:ym # 0, denn die y,,

bilden eine Basis von kg[x1, ..., z,] und nicht alle d,,6 ! verschwinden.

Daraus folgt || f ||= max{| d., |}
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Induktiv kénnen wir so eine Folge von Polynomen g, = > dgf)ym € > Ky kon-
m meM
struieren mit

If= (gt ta) IS fI-

Alsoist f = > g, inT,,.
k=1

Die Reihe d,, = 3 d konvergiert fiir jedes m € M in K (Ubungsaufgabe), also

k=1

folgt f = > d,ym in T,,. Ein analoges Argument wie zuvor zeigt || f ||= max{|
meM m

dm |}. Wir haben also jedes f € T, als konvergente Reihe f = »° d,,y,, mit || f ||=

meM
ma&(ﬂ d., |} dargestellt. Jetzt konnen wir die Eigenschaft ii) zeigen. Wir schreiben
me

fEaalsf: Z 7dmym+ Z dmym

meM meM\M'

T
Dann ist der erste Summand nach Definition von M’ von der Form )’ f;a; mit
i=1
fi€T,,sodass || fi ||| f | gilt. Wir miissen also nur noch zeigen, dass der zweite
T

Summand verschwindet. Angenommen, . dnym = f— > fia; # 0. Dann kon-
meM\M' i=1

T
nen wir nach Division durch seine Norm annehmen, dass || f —_ f;a; |= 1ist. Also
i=1

ist f—>" fia; € an T,
i=1

Sein Bild unter ¢ liegt also in a = ¢(a N 7V) und ist gleich ) domp(ym). Nach
meM\ M’

Definition von M und M’ folgt daraus dy = 0 fiir allem € M \M'. Das ist ein
Widerspruch.

Dasselbe Argument zeigt tibrigens, dass die Darstellung f = > d,,y,,, eindeutig ist.
Alsoist f = Y fia; mit || f; ||S]| f |- Insbesondere folgt, dass a,...,a, Erzeuger
1=1

von a sind. [
Korollar 4.4 Jedes Ideal a C T, ist vollstindig, also eine abgeschlossene Teilmenge.

Beweis : Wir wéhlen Erzeuger a4, ...,a, von a wie in Satz 4.3. Es sei g, € a eine

Folge mit g, — g € T,,. Wir setzen go = O und g,11 — g = > fi(”)ai fiir n 2 0 mit
n—00 =1

| £ NE| gnsr — gn || wie in Satz 4.3. Dann konvergiert Zo F™ gegen ein Element
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fi € T,,. Es gilt

Im+1 = Zo(gn—i—l — 9n)
= 21 Zofi(n)aiwoga
alsoist Y f;a; = g € a. O
i=1

Korollar 4.5 Jedes Ideal a C T, ist strikt abgeschlossen, das heifst, es gibt fiir jedes f € T,
ein ag € a mit

If = ao ||=nf{] f —a}

Beweis : Wir betrachten die Elemente (y,,)men aus dem Beweis von Satz 4.3 und

schreiben f = Y~ d,y, mit || f [|= max{| d,, |}. Dannistag = >  d,ym € a, und
meM m meM’

esgilt | f—ao = max {]d, |}

Seinuna € a. Dannist f —a= Y. buym+ D, dnym mitKoeffizienten b, € K.
meM’ meM\M'

Das Maximum dieser Koeffizienten ist offenbar = H}\?f(M {l dn |} =|| f—a0 | -
me !

Daraus folgt die Behauptung. O

Es sei a C T, ein Ideal. Wir betrachten den Quotienten A = T,,/a. Dann ist A eine
K—Algebra. Esseia: T,, = T,,/a, f — f + a der Restklassenhomomorphismus.

Definition 4.6 Wir definieren die Restklassennorm auf A wie folgt: Fiir jede Restklasse
alf), f € T,, in A setzen wir

I a(f) la=mf | f+A ]
€a
Anders ausgedriickt: Fiir jedes g € A ist

o= inf .
g, inf 11 £

Nach Korollar 4.5 gilt sogar
19 la=min [} 7 -

fea=t({g})
Insbesondere ist || ¢ ||,= 0 genau dann, wenn ¢g = O ist. Alsoist || ||, eine Norm auf
der K—Algebra A (Ubungsaufgabe).
Lemma4.7 (A, || |.) ist eine Banachalgebra.
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Beweis : Nach Definition 3.6 miissen wir Submultiplikativitdt und Vollstandigkeit
zeigen.

Esseien g; = fi+aund ¢g» = f>+a Elemente aus A = T}, /a mit Vertretern fi, fo € T,,.
Wir konnen nach Korollar 4.5 die Vertreter f1, f> so wahlen, dass || g1 ||o=|| f1 || und
| 92 |la=] f2 || gilt. Dannist f; fo + a = g192, also folgt definitionsgemafs

F9192 o = AL NI=IAN 1 F2 |
= g1 llall g2 lla -

Um die Vollstandigkeit zu zeigen, betrachten wir eine Cauchyfolge (g, )nen in A.
Dann ist (|| gx+1 — gk ||a)x>1 eine Nullfolge. Sei f; € T, ein beliebiger Vertreter der
Restklasse ¢;. Dann konnen wir induktiv Vertreter f, € T, von g, wahlen, so dass
(I fe+r — S |))k=1 eine Nullfolge ist. Da T,, vollstindig ist, konvergiert die Folge
(fr)kz1 gegenein f € T,,. Fir g = f + a konvergiert dann (gx),>1 gegen g. Also ist A
vollstandig. O

Die Banachnorm || ||, auf A muss (im Gegensatz zur Gaussnorm auf 7,,) allerdings
nicht multiplikativ sein. Falls A/a zum Beispiel nicht reduziert ist, so gibt es ein
g # 0in A mit ¢ = 0 fir einm = 2. Dannist || g ||"#| ¢" || -

Ubungsaufgabe 24 Auch fiir reduziertes A = T,,/a muss || || nicht notwendig multi-
plikativ sein. Betrachten Sie etwa das Beispiel

A=Ty/(x129 — )

fiireinm € K mit | w|< 1.

Ubungsaufgabe 25 Fiir a = (w29 — 1) ist Ty/a als Banachalgebra isomorph zu
{ Y ana™ | ap =3 0und | a, |"==° 0} mitder Norm || . anz" |= maz}f{| an |}
n=—00 n=—o00 ne

Ubungsaufgabe 26 Die durch || ||, induzierte Topologie auf A stimmt mit der Quotien-
tentopologie beziiglich der Quotientenabbildung o : T,, — A iiberein, also ist « insbesondere
stetig.
Wir brauchen nun eine hoherdimensionale Version der Weierstra3-Division.
Sei f = >_ ajx! € T,. Wir schreiben

I

i .
f:Z( Z R e g Pl

k=0 TeNR I=(iy,....in_1,k)
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Dann ist f; = > arzl - ... -zt e T,_; (Ubungsaufgabe).

n—1
I=(i1...in—1,k)
Definition 4.8 Ein Element f = > fra¥ € T,, mit f;, € T, heifit x,—ausgezeichnet der
k=0
Ordnung s, falls gilt
i) fsisteine Einheit in T,,_4
i) || fs 1= f (| und || fo |>] fi |l fiir alle k > s.

Ubungsaufgabe 27 f ¢ T, ist genau dann eine Einheit, wenn || f — f(0) ||<| f(0) | ist.
Ein f € T, ist x,,—ausgezeichnet vom Grad 0 genau dann, wenn f eine Einheit in T,, ist.

Wir betrachten wieder die Reduktionsabbildung
0: TV — kglry,. .. )

Saprt — Y apxl.
T T

Dann ist ein Element f € 7, mit || f ||= 1 (das konnen wir nach Multiplizieren mit
einem o € K* immer erreichen, wenn f # 0 ist) genau dann z,, — ausgezeichnet vom

Grad s, wenn ¢(f) von der Form
p(f) = e(fozy + e(fer)z ' + o+ @(f)an + ¢(fo)
mit o(f;) € ki[z1,...,20—1) und p(fs) € k% (also konstant) ist.

Jetzt kann man ganz analog zum Fall n = 1 folgenden Satz beweisen:

Satz 4.9 (WeierstrafS-Division) Es sei g € T, ein x,—ausgezeichnetes Element vom Grad
s. Dann gibt es fiir jedes f € T, genau ein q € T,, und genau ein Polynom r € T,_[x,]
vom Grad r < s in x,, mit Koeffizienten in T,,_,, so dass

f=qg+r

gilt. Ferner ist || f ||=max{|[ ¢ [ | g [l, | = [I}-

Analog zum Fall n = 1 folgt daraus

Satz 4.10 (Weierstraf$ Vorbereitung) Sei g € T, ein x,—ausgezeichnetes Element vom
Grad s. Dann gibt es ein Polynom w € T,,_1[x,] vom Grad < s, so dass

g =uw

fiir eine Einheit u € T,, gilt.
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Korollar 4.11 (Noether Normalisierung) Fiir jedes Ideal a G T, gibt es einen injektiven
K —Algebra-Homomorphismus Ty — T, fiir ein d < n, so dass die Verkniipfung

Ta—T,—T,/a

injektiv ist und T,,/a als T,—Modul endlich erzeugt ist.

Beweis : Wir fithren Induktion nach n. Fiir n = 0 ist 7, = K und nichts zu zeigen.
Also sei n > 0. Wir withlen ein g # 0 in a mit || g ||= 1. Wir schreiben g = >~ gzz*

k=0
fir g» € T,_; und betrachten ¢(g) = > p(gr)z* € kilzy,...,x,]. Es gibt einen
k=0

Automorphismus 7 des Polynomrings x|z, . .., z,] der Form

T(r1) = a1 +2a™

T(x2) = X9+ 2l

T(xn—l) = xn—1+xnmn_l
T(x,) = xn,

sodass 7(p(g)) = czi+ (Polynom vom Grad < s in z,,) fiir ein ¢ € } und ein s € N
ist (Ubungsaufgabe). Dann definiert 7 : T}, — T, einen K —Algebra Isomorphismus.
Das Ideal 7(a) enthélt das z,, —ausgezeichnete Element 7(g) vom Typ s.

Da T,,/a isomorph zu 7,,/7(a) ist, konnen wir also annehmen, dass a ein z,— aus-
gezeichnetes Element ¢ enthdlt. Aus der Weierstra8-Division Satz 4.9 folgt, dass
Th-1 — T, = T,/(g9) aus T,,/(g) einen endlich erzeugten 7;,_; —Modul macht, denn
offenbar ist 1, z,,...,25 " ein Erzeugendensystem. Dann ist vermége der surjekti-

rn

ven Abbildung T, /(g) — 1,,/a auch T, /a ein endlich erzeugter 7;,_; —Modul.

Es sei a; der Kern von 7,y — 7, — 7T,/a. Dann ist 7},/a auch ein endlicher
T,-1/a;—Modul. Nach Induktionsvoraussetzung existiert ein d und ein injektiver
Homomorphismus 7, — 7,4, so dass T, — 1,1 — T,,-1/a; aus T,,_1/a; einen
endlichen 7;—Modul macht. Also leistet T; — T,,_, — T,, das Verlangte. O

Ubungsaufgabe 28 1) Falls Sie die Noether-Normalisierung fiir Polynomringe nicht
kennen, schlagen Sie diese nach.

2) Sei L ein Korper und R C L ein Unterring, so dass L ein endlich erzeugter R—Modul
ist. Dann ist auch R ein Korper.
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Korollar 4.12 Es sei m C T, ein maximales Ideal. Dann ist T,, /m eine endliche Korperer-
weiterung von K.

Beweis : Nach Noether Normalisierung ist 7,,/m ein endlicher Modul tiber einem
Ty — T,,/m. Da T}, /m ein Korper ist, muss 7, auch ein Korper sein ( siehe vorange-
gangene Ubungsaufgabe (2) ). Daraus folgt d = 0, also T = K. O

Ubungsaufgabe 29 T, ist noethersch.

Satz 4.13 Es sei a C T, ein Ideal und A = T, /a die Banachalgebra mit Norm | ||,
fiir o + T,, = A. Dann ist jeder K—Algebrenhomomorphismus von einer noetherschen
Banachalgebra B nach A stetig.

Beweis : Es sei B eine noethersche Banachalgebra mit Norm || ||[pundvy : B — A
ein K —Algebrenhomomorphismus. Wir verwenden einen Trick, der zwei Hilfsmit-
tel benotigt:

1) Krulls Schnittsatz: In einem Noetherschen Ring B gilt fiir jedes Ideal b # 1,
dass () b” = 0. (Einen Beweis findet man etwa in [AM], Kapitel 10).

r>1

2) Den Satz des abgeschlossenen Graphen (closed graph theorem) aus der nicht-
archimedischen Funktionalanalysis: Der K —Algebren-Homomorphismus
Y B — Aist stetig, falls sein Graph

{(b,(b)) :be B}y CBx A
eine abgeschlossene Teilmenge ist.

Um die Stetigkeit von 1) nachzuweisen, miissen wir also nur zeigen, dass der Graph
von v abgeschlossen in B x A ist.

Dazu gentigt es zu zeigen, dass fiir jede Nullfolge (b,,),,>1 aus B, so dass die Bildfolge
(¢(bn)), -, in A gegen ein Element a konvergiert, bereits a = 0 folgt.

Dazu wihlen wir ein beliebiges maximales Ideal m C A und betrachten fiir jedes
r=1:
b = Kern (B HA- A/m").

Dann ist ¢ : B/b — A/m" injektiv.
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Wir betrachten den kanonischen surjektiven Homomorphismus
A/m" — A/m.

Die Noether-Normalisierung liefert 7, — 7T, fiir ein d = 0, so dass 7; — A/m’
injektiv und A/m” endlich erzeugt tiber 7} ist. Dann ist auch

Ti— A/m" — A/m

injektiv, denn 7} ist reduziert. Also schlieffen wir wie im Beweis von Korollar 4.11,
dass d = 0 ist.

Daher ist A/m” ein endlich-dimensionaler K —Vektorraum. Als Unterraum ist B/b
ebenfalls endlich-dimensional.

Wir versehen B/b und A/m” mit den Quotientennormen || b+ b ||= ]11n£ | b+h B
S
beziehungsweise || a + m ||= ]inf | @+ h ||o . Da alle Normen auf einem endlich-
em

dimensionalen K —Vektorraum nach Lemma 2.17 dquivalent zur Supremumsnorm
sind, ist ¢ als lineare Abbildung stetig. Definitionsgemafl haben wir das folgende
kommutative Diagramm

B—Y A
o |
v .
B/b—— A/m",

wobei die vertikalen Abbildungen die Quotientenabbildungen sind. Diese sind ste-
tig, also ist auch Woqg = qao stetig. Nun betrachten wir eine Nullfolge (b,,),>1
in B, so dass ¢(b,) — a € A. Da g4 o ¢ stetig ist, ist (ga o z/;(bn))n21 ebenfalls eine
Nullfolge. Also ist qT(ZO) = 0. Daher liegt @ in m” fuir alle r = 1. Nach Krulls Schnitt-
satz folgt a = 0. O

Korollar 4.14 Fiir zwei verschiedene surjektive K —Algebra-Homomorphismen o : T,, —

Aund oy : T,,, — A vermitteln die Banachnormen || ||,, und || ||, dieselbe Topologie
auf A.
Beweis : Das folgt sofort aus Satz 4.13, angewandt auf die Identitat auf A. O

Wir betrachten jetzt eine Variante der Tate-Algebra.

Definition 4.15 Fiir jedes Tupel von n positiven reellen Zahlen r = (r4,...,r,) € RZ sei
Tor=1{> arx’:Ja; |’ — 0},
IEN{{ |I|—)OO
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Hier schreiben wir fiir 7 = (r1,...,r,)und I = (iy,...,i,) wieder r/ =7 . .. .rin,
Die K —Algebra T, , wird zusammen mit der multiplikativen Norm
1> a ||,= max{| ar | r'}
zu einer Banachalgebra (Ubungsaufgabe.)
Firn=1undr =7 <1lliegtT) C Ty, und || |,= ¢, aus Kapitel 3.

Allgemein gilt: Fiir ry < s1,...,7, < s, ist offenbar 7}, ; C T,,,, die beiden Normen
| |lrund || ||s stimmen aber nattiirlich auf 7, ; nicht tiberein.

Esist auBerdem 7,, = T, fur 1 = (1,...,1).

Lemma4.16 Ist r = (ry,...,1,) €| K* |", so vermittelt die Abbildung x; — r; 'z; einen
Isomorphismus p : T,, — T, ,, der eine Isometrie ist.

Beweis : Offenbar ist
p(z ajr’) = Z arr'a’.
I;

Fir f € T, liegt also p(f) € T,,,. A Die Abbildung z; — r;x; vermittelt eine Umkehr-
abbildung T, , — T,,. Definitionsgemafs ist

I > are! [|=max{] ar [} =l Y arr~a" |,

also ist p eine Isometrie. 0

Definition 4.17 Eine Banachalgebra A heifst K —affinoid, falls es ein r € R, und einen
surjektiven K—Algebrenhomomorphismus

a:T,, —+A

gibt, so dass die Norm
— = inf ’
glgl= inf | £
a(f)=g

dquivalent zur Banachnorm auf A ist.

Falls es ein o : T,, — A gibt mit dieser Eigenschaft (falls also r = 1 gewithlt werden kann),
dann heifst A strikt K—affinoid.
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Ubungsaufgabe 30 Es sei A eine Banachalgebra iiber einem nicht-archimedischen Korper
K.

Dann ist die Banachnorm auf A nach Lemma 3.10 iii) nicht-archimedisch.
1) Ein normierter A—Modul ist ein A—Modul M zusammen mit einer Normabbildung
Il M = Reo,
so dass gilt
i) || m ||= 0 genau dann, wenn m = 0.

ii) || —m ||=|| m || fiir alle m € M.

iii) || m+n ||< max{|| m ||, || n ||} fiir alle m,n € M.

iv) ||am ||| a|lal| m || fiirallea € A;m € M.

Ein A—Modulhomomorphismus f : M — N zwischen normierten A—Moduln heifst be-
schrinkt, falls es ein C' > 0 gibt mit || f(m) || C || m || fiir alle m € M. Fiir zwei
normierte A—Moduln (M, | ||a) und (N, | ||~) trdagt das Tensorprodukt M @4 N die

Funktion

[zl = inf max{|| mi |[all ni lln},
T

r o= Y. men
i=1
wobei das Infinum iiber alle Darstellungen von x als Summe reiner Tensoren liuft. Diese

Funktion erfiillt ii), iii) und iv), definiert also eine Seminorm auf M ®4 N.

Wir komplettieren M ®4 N. nach || || und teilen dann den Kern von || || heraus. Das
liefert einen normierten A—Modul M& 4 N.

Die bilineare Abbildung
7:Mx N —= MaN

erfiillt dann folgende universelle Eigenschaft:

i) Fiir jede beschrinkte bilineare Abbildung
9:MxN—P

in einem vollstindigen normierten A—Modul gibt es genau eine beschrinkte
A—lineare Abbildung
d: M&AN — P,

Seite 48



die folgendes Diagramm kommutativ macht:

MxN—72 P
M& 4N

(Siehe [BGR], § 2.1)

2) Jetzt betrachten wir K —Banachalgebren B und C' mit beschrinkten K—Algebren-
Homomorphismen.
B:A— Bund~vy:A—C.

Dann sind B und C insbesondere normierte A—Moduln, daher existiert B& 4C.

Dieser A—Modul triigt eine Multiplikation, die (b;®c;)(ba®cs) = (biba®cyco) erfilllt. Hier
schreiben wir bic fiir T(b, ¢) € BoaC.

Dann sind R
p1: B — B®sC

b — bl

und
Y2 c — B@AC
c — 1®c

beschrinkte A—Algebren-Homomorphismen. Sie erfiillen folgende universelle Eigenschaft:

Ist D eine beliebige K —Banachalgebra mit einem beschrinkten Algebrenhomomorphismus
0 : A — D zusammen mit beschrinkten A—Algebrenhomomorphismen

p:B—=Dundvy:C — D,
so gibt es genau einen beschrinkten A—Algebren-Homomorphismus
®: BR.C — D,
so dass das Diagramm

2N

B&AC ® D

N4

kommutiert. ([BGR], § 3.1)
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Lemma4.18 Sind A und B K—affinoide Algebren, dann ist auch A®xB eine
K —affinoide Algebra.
Beweis : Esist A~ 1T,,,/aund B ~ T, ,/b.

Es sei (a,b) C T,,1n,+s das Ideal, das von den Bildern von a unter 7,,,, < T}yinr+s
und von b unter T}, ; — Ty 40745 iN T}y 45 €rzeugt wird. Dann vermittelt 7, , — A
und 7, s — B einen beschrankten Homomorphismus

O : Tonjnyts/(a,b) = AR B.
Wir haben natiirliche Abbildungen

a: A~ Tm7r/a — Tm+n7r+8/(a, b)
und f: B~T,,/b — Thin,+s/(a,b).

Diese erfiillen die universelle Eigenschaft des kompletten Tensorproduktes A®x B.
Also muss O ein Isomorphismus sein mit einer beschrankten Umkehrabbildung.
Daher ist Ak B eine affinoide K —Algebra. O

Korollar 4.19 Sind A, B und C affinoide K—Algebren und 5 : A — B sowiey: A — C
beschriinkte Homomorphismen, so ist auch B& .C eine affinoide K —Algebra.

Beweis : Nach Lemma 4.18 ist B& (' eine K —affinoide Algebra.

Nach der universellen Eigenschaft von B®g,C angewandt auf B — B&4C und
C — B®4C, existiert genau ein beschréankter K —Algebren Homomorphismus ©.
B&gC — B®4C, der das Diagramm

B
B&gC © B®AC

%

kommutativ macht. Offenbar ist © surjektiv. Man zeigt nun, dass B®kC/Kern®

die universelle Eigenschaft von B&4C erfiillt (Ubungsaufgabe). Daher vermittelt ©
einen Isomorphismus
B&xC/Kern © ~ B 4O,
der in beide Richtungen beschrankt ist. Mit B&xC ist also auch B&4C eine
K —affinoide Algebra. O]
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Ubungsaufgabe 31 (siehe [Ber], 2.1)

1) Fiiraller > 0 ist

K, = { io: anx™ | ay | ™ — 0 fiir
nn::o und fiirn — —oo}
eine affinoide K —Algebra.
2) Istr ¢ \/] K* | = {c € R* :es gibt ein k = 0 mit ¢* €| K* |},

so ist K, ein nicht-archimedischer Korper.

3) Fiir jedes Tupel (11, ...,1,) € RZ, so dass die Bilder von r+, . . ., r, im (multiplikati-
ven) Q—Vektorraum R, /+/| K* | linear unabhiingig sind, ist

K,

n

AN
me"urn:[(n%'”

=&>

ein nicht-archimedischer Korper, so dass | K,
enthilt.

v | sowohl | K* | als auchry,...,ry,

.....

4) Fiir jede affinoide K —Algebra A existiert ein nicht-archimedischer Erweiterungskor-
per L/ K, so dass A (}% L strikt L—affinoid ist.
K

5) Existiert ein o : T,,, — A wie in Definition 4.17 mit r; € /| K* | fiir alle i, so ist A
strikt K—affinoid.

6) Fiir r € RY, und einen surjektiven K-Algebra Homomorphismus « : T,,, — A ist
die Quotientenseminorm

— inf ,
g fETn,r,Oé(f):Q) ||f||
eine Norm auf A.

Lemma 4.20 Ist A strikt affinoid, so ist fiir jedes maximale Ideal m C A der Quotient A/m
eine endliche Korpererweiterung von K.

Beweis : Das zeigt man genau wie in Korollar 4.12. O

Wir definieren Max(A) als Menge der maximalen Ideale in einem Ring A.

Seite 51



Proposition 4.21 Ist ¢ : B — A ein Homomorphismus strikt K —affinoider Algebren, so
induziert o eine Abbildung
Max(A) — Max(B)
m — p (m).

Beweis : ¢ !(m) ist ein Ideal in A. Da die von ¢ induzierte Abbildung B/¢~!(m) <
A/m injektiv ist, ist B/p ! (m) ein Unterring des Kérpers A/m. Dieser ist nach Lem-
ma 4.20 endlich erzeugt iiber K, also erst recht iiber B/ ~!(m). Nach der Ubungs-
aufgabe vor Korollar 4.12 ist B/¢~*(m) dann ein Kérper, also ¢~ !(m) ein maximales
Ideal. O

Wir werden jetzt einige Beispiele fiir affinoide Algebren kennenlernen.

Definition 4.22 Es sei A eine K —affinoide Algebra mit Norm || || 4 . Fiir allen 2 1 und
r=(r,...,m) € R definieren wir

A{Tflxla s 7T;1xn} == { Z Cl[SL’I ray € A, H ar ” 7’1 — 0}
IeNy [|—00
0

Fiir A = K ist offenbar

K{ri‘zy, ..., e} = Ty

Wir definieren eine Norm auf A{r{ zy, ... v x,} durch

1Y asa’ ||= max{]| a [l '}.

Dann ist A{r;'zy,...,r;'z,} mit dieser Norm eine Banachalgebra und ebenfalls
K —affinoid (Ubungsaufgabe).

Definition 4.23 Es sei A eine K —affinoide Algebra und f = (fi,..., f,) sei ein Tupel von
Elementen in A. Fiir alle p = (p1, ..., pn) € RZ, setzen wir

A{p~'f} = A{pr ', -0y} (s — )

Ist g = (g1, .., gm) ein weiteres Tupel von Elementen in Aund q = (q1, - .., qm) € RZ,, so
setzen wir

A{pilfu qgil} = A{pflxla s 7p;1xn7 Y, - -, mem}('xl - fl7g2y2 - 1)

Wir statten beide Algebren mit den Quotientenseminormen aus.
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Ubungsaufgabe 32 Die Quotientenseminormen sind Normen und A{p~'f} und
A{p~f,q9 '} sind K—affinoid. Falls A strikt K —affinoid sind und alle a;,b; in \/| K* |
liegen, so sind A{p~'f} und A{p~'f, qg~'} auch strikt K—affinoid.

Ubungsaufgabe 33 Es sei A eine K —affinoide Algebra. Wir definieren eine Funktion

p:A — R;O

fomrinfuze /007
1) Esist p(f) = lim §/T 71
2) pist eine beschrinkte Seminorm auf A mit der Eigenschaft

p(f") = p(f)" fiiralle f € A;n = 1.

3) Es sei A eine strikt K-affinoide Algebra. Fiir jedes maximale Ideal m C A ist nach
Lemma 4.20 A/m eine endliche Korpererweiterung von K, auf die wir den Betrag
eindeutig fortsetzen konnen. Wir schreiben fiir alle f € A

| fm) =] f+m],

wobei f +m € A/m die Restklasse von f ist. Dann gilt

p(f) = e max {] f(m[}.

(Das ist eine Verallgemeinerung von Lemma 3.7.)

4) Sei A strikt K—affinoid. f € A ist nilpotent genau dann, wenn p(f) = 0. Ist A
reduziert, so ist also p eine Norm auf A.

5) Fiir jedes f € A gibt es eine Konstante C' > 0 und ein ny = 1 mit

| f7 IS Cp(f)  fiir alle n > ny.

6) Ist A reduziert, so gibt es sogar ein C' > 0 mit || f ||< Cp(f) fiiralle f € A.

7) Essei B eine K affinoide Algebra und ¢ : A — B ein K—Algebrenhomomorphismus.
Fiir beliebige fi, ..., f, € B und positive reelle Zahlen r+, . .., r, mit

ri 2 p(fi) flirallei=1,....n
gibt es genau einen stetigen K —Algebrenhomomorphismus
@ A{ritaey, .. e,y — B,

der ¢ fortsetzt und x; fiiralle i = 1, ... n auf f; abbildet.
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5 Das Spektrum affinoider Algebren

Es sei K ein vollstindiger, nicht-archimedischer Korper, der nicht trivial bewertet
ist, und A eine affinoide K —Algebra.

Definition 5.1 Das Berkovich-Spektrum von A ist definiert als
M(A) ={v: A = Rxg, v # 0 multiplikative, beschriinkte Seminorm }
(siehe Definition 3.9).

Ubungsaufgabe 34 Ist v # 0 eine beschriinkte Seminorm auf A, so ist (1) = 1, also auch
v(a) =|a|fiirallea € K.

Wir versehen M (A) mit der grobsten Topologie, so dass fiir jedes f € A die Aus-
wertungsabbildung
M(A) — Ry
v = ()
stetig ist.

Fiur A = T; haben wir den topologischen Raum M(A) in Kapitel drei untersucht.
In diesem Fall ist die Banachnorm auf A = 7} multiplikativ, liefert also ein Element
in M(A). Fiir beliebige affinoide Algebren muss das nicht der Fall sein. Die erste
Frage, die sich stellt, ist also: Ist M(A) # (?

Satz 5.2 Sei A eine affinoide K —Algebra. Dann ist M(A) # (.

Beweis : Da A K —affinoid ist, gibt es einen surjektiven Homomorphismus
a:T,, - A, sodass || |, die Banachnorm auf A ist. Es sei m C A ein maximales
Ideal. Dann ist o~ !(m) C T, ein Ideal und die affinoide Algebra

Tn,r/a_l (m)

erfiillt 7,, . /a~*(m) — A/m. Finden wir eine beschrinkte multiplikative Seminorm
v # 0 auf dieser Algebra, so ist die Verkniipfung von v mit der Quotientenabbildung
A — A/m ein Element von M(A).

Also konnen wir annehmen, dass A ein Korper ist.

Die Menge der beschrankten Seminormen # 0 auf A ist nicht leer, denn sie enthalt
die Banachnorm. Da der Kern einer Seminorm immer ein Ideal ist und der Korper A
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nur die Ideale 0 und A enthilt, sind alle Seminormen # 0 auf A Normen. Die Menge
der beschrankten Seminormen # 0 tragt die partielle Ordnung

1 S v e 7(f) £ %(f) fiirjedes f € A.

Da jede total geordnete Teilmenge von beschrankten Seminormen das infinum als
untere Schranke besitzt (Ubungsaufgabe), enthilt die Menge der beschrankten Se-
minormen # 0 auf A nach dem Zorn’schen Lemma ein minimales Element ~,. Wir
zeigen nun, dass v multiplikativ ist. Dazu zeigen wir zunéchst vo(f™!) = 7o(f)™*
fur allen 2 1 und alle f € A\{0}. Falls das nicht gilt, so existiert ein f € A\{0} mit
Yo(f)™t < v(f1), denn 7 ist submultiplikativ.

Esseir = v(f~1) "t Dann ist
r <Y(f)-
Wir betrachten A{r~!'z} wie in Definition 4.23 mit der Norm | > a,z" ||
n=0

= max{7yo(a,)r"}.

Wir bezeichnen die Quotientenseminorm auf A{r 'z} /(z— f) mit v. Nun betrachten
wir den K—Algebren-Homomorphismus ¢ : A — A{r'z}/(x — f). Das Element
(z — f) ist nicht invertierbar in A{r~'z} (Ubungsaufgabe). Also ist ¢ injektiv. Es ist
v(¢(a)) < 7o(a) nach Definition von ~. AuBerdem gilt

v(e(f)) = () £ 7 < (/).

Da 7 o ¢ eine beschréankte Seminorm auf A ist, widerspricht das der Minimalitdt von
7o-

Also gilt vo(f 1) = y0(f) ! fuiralle f # 0in A.

Sind f,g € A beliebig mit f # 0 und g # 0, so existieren f~!, g7 € A, da A ein
Korper ist. Also gilt

Yo(g™)0(f)
Yo(9) " 0(f) 7,

woraus Yo(fg) 2 Y0(f)0(g), also insgesamt 1o(fg) = 70(f)10(g) folgt. Daher ist
multiplikativ und somit in M(A) enthalten. O

Y(fg) =l )

IITVAN

Proposition 5.3 Fiir jede affinoide K —Algebra A ist M(A) Hausdorffsch.
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Beweis : Es seien v; # v, in M(A) zwei multiplikative, beschrankte Seminormen.
Dann gibt es ein f € A mit v1(f) # 72(f). Ohne Einschrankung ist v1(f) < 72(f).
Wir finden ein » € R mit

n(f) <r <m(f).
Dann sind {y € M(A) : v(f) < r}und {y € M(A) : y(f) > r} zwei disjunkte offene
Umgebungen um v, beziehungsweise .. O

Als néchsten Schritt wollen wir zeigen, dass M (A) kompakt ist. Dazu miissen wir

mit Netzen arbeiten.

Definition 5.4 i) Eine Menge I mit einer reflexiven und transitiven partiellen Ord-
nung 2 heifit gerichtet, falls fiir alle o, € I'einy € ' mity 2 aund v 2 8
existiert.

ii) Eine Teilmenge I'" C I einer gerichteten Menge I" heifst kofinal, falls es fiir alle o € T’
ein f € I mit B 2 « gibt.

Beispiel: Ist X ein topologischer Raum und z € X, so ist die Menge aller offenen
Umgebungen von z eine gerichtete Menge beztiglich der Inklusion.

Definition 5.5 Sei X eine Menge. Ein Netz in X ist eine Abbildung
h:T—X

einer gerichteten Menge I nach X. Wir schreiben auch einfach h(a) = x,, und bezeichnen
ein Netz in X mit {x,}aer-

Beispiel: Eine Folge in X ist ein Netz auf I' = N.

Definition 5.6 Sei X ein topologischer Raum und x € X. Ein Netz {x, }qca konvergiert
gegen x (wir schreiben x, — x), falls es fiir jede offene Umgebung U um x ein o € I gibt,
so dass x,, € U fiir alle o 2 «.

Nun lassen sich viele Eigenschaften metrischer Rdume, die mit Folgen definiert sind,
auf topologische Rdume und Netze iibertragen:

Sei X ein topologischer Raum.

1) Ist Y C X eine Teilmenge, so liegt € X genau dann im Abschluss Y von Y,
wenn es ein Netz in Y gibt, das gegen X konvergiert.
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2) Ein topologischer Raum X ist Hausdorffsch, falls jedes Netz in X hochstens
einen Grenzwert hat.

3) Essei {z,}qer ein Netz in X. Ist j : [V — I' eine Abbildung, so dass j(I") C T
kofinal ist, so heifst { (o) }orer Teilnetz von {z, }acx. Ein topologischer Raum
X ist quasi-kompakt, falls jedes Netz in X ein konvergentes Teilnetz hat. Dabei
heifit ein topologischer Raum quasikompakt, falls jede offene Uberdeckung ei-
ne endliche Teiltiberdeckung besitzt. Einen Raum, der Hausdorffsch und qua-
sikompakt ist, nennen wir kompakt.

4) Ist f : X — Y eine Abbildung zwischen topologischen Rdumen, so ist f genau
dann stetig, wenn fiir jedes Netz {z,}oer mit z, — z auch f(z,) — f(x)
konvergiert.

Satz 5.7 Fiir jede affinoide K —Algebra A ist das Berkovich Spektrum M(A) ein kompakter
topologischer Raum.

Beweis : Nach Proposition 5.3 ist M(A) Hausdorffsch. Wir miissen also nur die
Quasikompaktheit zeigen. Dazu zeigen wir, dass jedes Netz {z,}4er in M(A) ein

konvergentes Teilnetz hat. Es sei | || die Banachnorm auf A. Wir betrachten die
Abbildung
i M(A) = TTI0 [ f ]

fea
v o= (VD) e
Da v € M(A) beschrankt ist, ist y(f) <|| f ||, also ist i wohldefiniert. Offenbar ist i
injektiv. Wir versehen die rechte Seite mit der Produkttopologie, also der grobsten
Topologie, so dass alle Projektionen stetig sind. Da alle Intervalle [0, || f ||| kompakt
sind, ist nach dem Satz von Tychonoff auch der Produktraum [] [0, || f ||] kompakt.
feA

Daher enthilt das Netz {i(z,)}aer in [][0,] f ||] ein konvergentes Teilnetz
feA

{i(x(p))} gerr, das gegeneiny € ][0, f ||] konvergiert. Wir definieren
feA

v A — REO
fo= oy
Da alle Projektionen stetig sind, konvergiert fiir jedes f € A das Netz

{i(j() s} ser
in [0, f ||] gegen y; = v(f). Daher ist v # 0 (denn eine Seminorm # 0 nimmt auf
a € K den Wert| a | an) und eine multiplikative Seminorm auf A. Alsoisty € M(A).
Dai(z;3)) = vj (f) ist, konvergiert das Teilnetz {z;() } ger in M(A) gegeny. [0
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Definition 5.8 Es sei A eine K —affinoide Algebra. Wir nennen jeden beschriinkten Ring-
homomorphismus x : A — L in einem vollstindigen, nicht-archimedischen Korper L
einen nicht-archimedischen Charakter auf A. (x heifst beschrinkt, falls fiir alle a € A gilt

| x(a) [L=[lall.)

Zwei nicht-archimedische Charaktere y; : A — Ly und x2 : A — L heifSen dquiva-
lent, falls es einen nicht-archimedischen Teilkérper L C L, N L, gibt, dessen Betrag
die Einschrankung der Betrdge auf L; und L, ist und einen nicht-archimedischen
Charakter y : A — L, der x; und x», nach Einbettung in L, beziehungsweise L,

induziert.

Jeder nicht-archimedische Charakter x : A — L induziert die beschrankte, multipli-

kative Seminorm
A — Rgo

fo= Ix(f)Ic

Da x(1) = 1ist, ist diese Seminorm # 0. Sind zwei nicht-archimedische Charaktere

dquivalent, so induzieren sie dieselbe Seminorm.

Proposition 5.9 Dies liefert eine Bijektion zwischen M(A) und der Menge der Aquiva-
lenzklassen von nicht-archimedischen Charakteren auf A.

Beweis : Wir geben eine Umkehrabbildung zu obiger Konstruktion an. Seiy : A —
R>( eine multiplikative Seminorm # 0 auf A. Dann ist Kern v C A ein Primideal
(Ubungsaufgabe).

Die Abbildung ~ induziert eine multiplikative Norm
7 : A/ Kerny — Rx

auf dem Integritdtsring A/Kern . Wir setzen diese multiplikativ zu einer multipli-
kativen Norm (also einem Betrag) auf dem Quotientenkorper Quot(A/Kern v) fort.
Es sei H(v) die Komplettierung von Quot(A/Kern v) nach diesem Betrag. Dann ist

X:A— A/Kerny <= H(y)

ein nicht-archimedischer Charakter auf A mit | x(a) |= 7(a) fur alle a € A. Die
Beschréanktheit von y folgt aus der Beschranktheit von . O
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Proposition 5.10 Sei A eine K —affinoide Algebra. Fiir jedes f € A gilt dann

f) :Werrﬂlg(ﬁ)v(f)-

Beweis : Die Seminorm p ist definiert als p(f) = lim /|| /|
Da jedes v € M(A) beschrankt und multiplikativ ist, gilt

V() = A SV

fur alle n, woraus v(f) < p(f) folgt. Also ist sup ~(p) < p(f). Um die andere
yEM(A)
Ungleichung zu zeigen, nehmen wir an, dass fiir alle v € M(A) gilt v(f) < r und

zeigen p(f) < r. Dazu betrachten wir B = A{r x}. Aus || « ||p=r""' folgt y(z) < r~!
fur alle v € M(B). Also folgt v(fz) < 1.

Daher ist v(1 — fx) = 1 fur alle v € M(B). Falls es ein maximales Ideal m gdbe, das
(1 — fz) enthilt, so wiirde jedes Element in M (B/m) # () ein v € M(B) induzieren,
das auf (1 — fz) verschwindet. Also liegt 1 — fx in keinem maximalen Ideal von B.
Daher ist das Hauptideal (1 — fx) = B, also 1 — fz invertierbar in B.

Daher ist Y f"2" in B, also gilt || f™ || »~" — 0. Daraus folgt p(f)r—' =

n=0

le S| Vr < 1, also p(f) < r.

Daraus folgt p(f) = sup 7(f). Angenommen r = sup 7r(f) > ~(f) fir alle y €
YEM(A) YEM(A)
M(A). Dann folgte r > p(f) im Widerspruch zu p(f) = r.

Also wird das Supremum tatsdchlich angenommen. O

Wir wollen nun zeigen, dass das Berkovich-Spektrum affinoider Algebren funktori-
ell ist.

Lemma 5.11 Sind A, B K-—affinoide Algebren und ¢ : A — B ein
K —Algebrenhomomorphismus, so ist die Abbildung

M(p): M(B) — M(A)
T = Yoy

stetig.

Seite 59



Beweis : Wir miissen zundchst zeigen, dass M (y) wohldefiniert ist. Dazu sei v €
M(B). Dann ist 7y o ¢ eine multiplikative Seminorm # 0 auf A. Aus Proposition 5.10
folgt, dass fiir alle f € Agilt p(¢(f)) < p(f). Mit Hilfe der Ubungsaufgabe am Ende
von Kapital 4 folgt daraus, dass ¢ : A — B beschréankt ist (das heifit, es gibt ein
C>0mit| p(a) [|[BS C | a||afirallea € A).

Daraus folgt, dass fiir eine beschrankte Seminorm v auf B auch die Seminorm v o ¢
auf A beschrankt ist. Somit ist M (¢) wohldefiniert. Fiir jedes f € Aist

M(B) = M(A) = R
v = o = y(e(f))

nach Definition der Topologie auf M(B) stetig. Daraus folgt die Stetigkeit von
M(p). O

Es sei A eine beliebige strikt K —affinoide Algebra und m C A ein maximales Ide-
al. Dann existiert definitionsgemaf eine surjektive Abbildung « : 7,, — A. Nach
Lemma 4.16 ist A/m eine endliche Korpererweiterung von K. Auf diese Korperer-
weiterung konnen wir den Betrag auf K nach Satz 2.15 eindeutig fortsetzen. Die

Abbildung

7m:A—>A/mu>R

ist eine multiplikative, beschrankte Seminorm # 0 auf A. Wir haben sie am Ende
von Kapitel 4 schon in einer Ubungsaufgabe kennengelernt. Wir bezeichnen mit
Max (A) die Menge der maximalen Ideale in A.

Lemma 5.12 Sei A strikt K —affinoid. Die Abbildung
i: Max (A) — M(A)

ist injektiv. Das Bild von i liegt dicht in M(A).

Beweis : Ist 7, = Y, so folgt m = Kern v,, = Kern 7,y = m’, also ist i injektiv. Es
bleibt zu zeigen, dass jede offene Teilmenge U von M(A) ein Element aus Bild ()
enthalt. Wir konnen annehmen, dass

04U ={ye M(A) :y(fi) <ai,v(g;) >0b;furallei=1,...,nund j =1,...,n}

fir geeignete fi,g;, € A und q;,0; € /| K*| C Ry, gilt. Die Algebra B =
A{a=1f,bg~1} ist dann ebenfalls strikt K —affinoid und nicht 0. Also enthilt sie ein

maximales Ideal.
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Das Urbild dieses maximalen Ideals unter dem Homomorphismus
A— B

strikt K —affinoider Algebren ist ein maximales Ideal m in A nach Proposition 4.21.
Dann liegt v, in U. O

Wir betrachten nun fiir jedes r € RZ die Einschrdnkungsabbildung
(x) M(T,,) — {7:Klz] - Ry, multiplikative Seminorm, die | |x fortsetzt}
v K -
Da fiir jede multiplikative Seminorm # 0 auf 7, , gilt v(1) = 1, folgt y(a - 1) =| a |
tir alle a € K. Also setzt v den Betrag auf K fort.

Lemma 5.13 Die Einschrinkungsabbildung (x) ist injektiv.

Beweis : Es sei v € M(T,,) und f € T,, mit y(f) # 0. Es gibt eine Folge von
Polynomen f;, € Klz] mit f; — f in der Banachnorm, also || f — f H,k—> 0. Far
—00

n 2 no gelte || f— fi o< 7(f). Dann folgt 1(f — i) | f — fi o< 7(f), also
v(fx) = 7(f). Insbesondere gilt v( fx) — v(f).

Ist v(f) = 0, so betrachten wir wieder eine Folge von Polynomen f;, — f. Dann
ist y(f — fr) S| f = fr Hrk—> 0. Falls v(fz) # 0 ist, folgt aufgrund der nicht-
archimedischen Dreiecksungleichung v(f — fi) = v(fx). Also gilt v(fx) h— 0=

Y(f)-

Jetzt ist die Injektivitdt klar: Stimmen v; und v aus M(7,, ) auf K|[z] tiberein, dann
durch Grenziibergang auch auf 7, ,.. O

Esseir = (ry,...,r,) € R%,. Fir s = (s1,...,s,) € R, schreiben wir s < r, falls
s; Sryfurallei =1,...,n gilt. Die nattirliche Einbettung

Tn,r — Tn,s
fiir 0 < s = r liefert eine stetige Abbildung

ors : M(Tns) — M(T,,)
v o= Y.,

nach Lemma 5.11.
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Die Abbildung ¢, s ist injektiv nach Lemma 5.13, denn der Polynomring K[x] ist in
allen 7), , enthalten. Sie ist sogar ein Homdomorphismus von M(T,, ;) auf das Bild
(¢r.s) (Ubungsaufgabe), das eine offene Teilmenge von M(T,, ;) ist. Wir wollen jetzt
alle M(T,, ) fiir r € RZ verkleben.

Definition 5.14 (Verkleben topologischer Riume) Sei I eine gerichtete Indexmenge und
fiir jedes i € I sei ein topologischer Raum X; gegeben. Fiir jedes j # i sei ferner eine
offene Teilmenge U;; C X, (moglicherweise leer) gegeben. Fiir alle i # j existiere ferner ein
Homdoomorphismus

~

wij Uy — Ui,
N N
X; X;
so dass gilt:
i) pi = 801'_]'1

ii) Fiir paarweise verschiedene i, j, k ist ;;(U;; N Uip) = Ui N Uj und i, = @ji © @4
auf Uz’j N Uzk

Dann gibt es einen topologischen Raum X und stetige Abbildungen 1; : X; — X, so dass
i) jedes 1); ein Homoomorphismus von X; auf sein Bild 1;(X,) ist,
i) X = Uui(X)),
iii) ;(X;) N (X;) = Uy; und
iv) P; = ;o iy auf Uy,

gQilt.

Beweis : Wir definieren X als Quotienten der disjunkten Vereinigung | J X; nach der
i€l
Aquivalenzrelation

r~yesrel; CX,yelU; CX; furi# j und p;;(z) =y.

Wir statten X mit der Quotiententopologie aus und definieren ¢, : X; — [J X; — X
i€l
als Komposition der kanonischen Einbettung nach | J X; mit der Quotientenabbil-
i€l

dung. Das leistet das Verlangte. O
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Nun betrachten wir alle (M(T},,)) und verkleben sie mit Hilfe der Abbbildun-

reRY,
gen ¢, : M(T,, ) = M(T,,) fir s = 7 Wir erhalten einen topologischen Raum, der

alle M(T,, ;) enthalt.

Lemma 5.15 Es sei (A}%)* = {y : Klz] — Ry multiplikative Seminorm, die
| |k fortsetzt} mit der grobsten Topologie, die alle Auswertungsabbildungen v — ~(f)
fiir f € K|[x] stetig macht.

Dann ist (A%)*™ homdomorph zu dem topologischen Raum, der durch Verkleben aller
M(T, ) entsteht.

Beweis : Nach Lemma 5.13 haben wir eine nattirliche injektive Abbildung
iy s M(T, ) — (AR)™

fir jedes r € RZ,. Nach Definition der Topologie auf (A} )™ ist 4, ein Homdomor-
phismus auf sein Bild. Offenbar ist fiir s < r das Diagramm

M(T, e To.r)

\/”

kommutativ.

Es sei v € (A%)™ eine beliebige multiplikative Seminorm, die | |x fortsetzt. Dann
sei 1y = y(x1),...,r = vy(x,). Fur r = (ry,...,7,) konnen wir v dann zu einer
multlphkatlven Seminorm auf M(T,, ,) fortsetzen, indem wir fiir jedes f = Z ajr! €

T, die Folge fx = > arz’ in K[z] betrachten. Ist die Folge (v(fx))

112k
Nullfolge, so setzen wir v(f) = 0.

k20 in R eine

Ansonsten existiert ein € > 0 und ein ko mit v(fy,) > ¢ und y(asz’) =| as | v < ¢ fiir
alle | I |> ko. Daraus folgt fiir alle I = k

fk‘o Z CL[ZC

ko<|I|=1
also v(fi) = (fi). Also wird (y(fx)) 4> Stationdr und wir definieren (f) =
hlim v(fx). Dies liefert eine multiplikative, beschrankte Seminorm auf 7, ,, die die
— 00

gegebene Seminorm auf K [z] fortsetzt.

Also ist (A%)* in der Tat homdomorph zu dem topologischen Raum, der durch
Verkleben aller M(T,, ) entsteht (Ubungsaufgabe). O
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Der Raum (A% )*" ist der ,analytifizierte affine Raum tiber K.
Wir haben eine natiirliche Einbettung
K" — (AR)™
a=(ay,...,a,) —> (f —| fla) |k )

Ferner haben wir eine , Tropikalisierungsabbildung”

t:(AR)™ — RY,
v o= (v(@1), - (),
die von den Koordinaten 1, . . ., z, abhdngt. Die Abbildung ¢ ist surjektiv und stetig,
aber nicht injektiv. Sie hat einen kanonischen Schnitt

s RE) — (AR)™,
der ein Tupel w = (wy, ..., w,) € R, auf die multiplikative Seminorm

s(w) : Zalxl — max | ar | w’
T

abbildet.
(Dass s ein Schnitt von r ist, bedeutet einfach, dass r o s = ingO gilt.)

Die Abbildung s ist stetig, denn die Komposition mit jeder Auswertungsabbildung
an einem f € K|x] ist stetig.

Das Bild von s ist abgeschlossen in (A% ). Ist ndmlich v, € (A%)* nicht im Bild,

so setzen wir w; = (z;) firi = 1,...,n. Dann gibt es ein f = > a;z’ € K[z] mit
T

s(w)(f) # v(f). Da yo(arz’) =| ar | v(z') =] ar | w!, muss es aufgrund der nicht-

archimedischen Dreiecksungleichung zwei verschiedene Indizes / und J geben mit

Y0(f) < (arz") = yolasz’).

Esist yo(arz!) =| a; | w! = s(w)(arz’) und yo(ayz?) =| ay | w! = s(w)(asz’).

Es seie > (0 mit

Y(f)+e < |ar|w’ und

w(f)+e < lay|w’
Dann existiert ein § > 0, so dass fiir alle w’ = (w}, ..., w!) mit | w; —w] |< J fiir alle
i—1,...,ngilt|ar | w? >v(f) +eund | a; | w” > v(f) + . Nun betrachten wir
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V={yeX : v(f) <v(f)+e]|v(x:) —v(z;) |<dfurallei =1,... ,n}.

V ist definitionsgemdf offen in (A% )", enthdlt v, und ist disjunkt vom Bild der
Abbildung s. Also ist das Bild von s abgeschlossen in (A% )*".

Ist U eine offene Teilmenge von RY, so ist
s(U)={v: (v(z1),...,7(x,)) € U} N Bild (s).
Also ist s(U) relativ offen in Bild (s).
Wir haben also gezeigt, dass
s Rz — (A%)™
ein Homoomorphismus auf eine abgeschlossene Teilmenge von (A} )*" ist.

Wir wollen nun zeigen, dass S = s(R%) sogar ein starker Deformationsretrakt von
(A7) ist.

Definition 5.16 Sei X ein topologischer Raum and A C X eine Teilmenge. Dann heifst A
Deformationsretrakt von X, falls es eine stetige Abbildung

h:Xx[0,1] = X

gibt mit h(x,0) = « fiir alle x € X, h(x,1) € A fiir alle x € X und h(a,1) = a fiir alle
a € A. Mit anderen Worten, h ist eine Homotopie zwischen der Identitit auf X und der
Retraktionsabbildung h(—, 1), die A festlisst und X nach A abbildet.

Gilt zusitzlich h(a,t) = a fiiralle t € (0,1), so heif$t A starkes Deformationsretrakt von X.

Satz 5.17 S ist ein starkes Deformationsretrakt von (A% )*".

Beweis : Fiir jedes f = Y a2’ € K[z] und alle J € N} betrachten wir das Polynom

9;f(x) = Z <I J; J) aI+JfEI>

TeNy

wobei der Binomialkoeffizient ("*”) definiert ist als [ (”“;;“) fir I = (iy,..., i)
k=1
und J = (J1,. .., Jn)-
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jl’l jln
Ty ...,y(xn) = 1. Fur alle t € [0, 1] definieren wir dann eine Seminorm ®(~, ¢) durch

®(y.t) - Y asa’ = max{~(9,f)(tr)”},

Offenbar ist 35 f = (j1)! ... (jn)! i)jl . (i)jnf(:c). Es seiy € (A%)% mit y(z;) =

wobei r = (rq,...,7,),also tr = (try, ..., tr,) ist.

®(,t) ist eine multiplikative Seminorm auf K|[z], die | |k fortsetzt (Ubungsaufga-
be), also ein Element in (A’ )*". Das liefert eine Abbildung

O (A%)™ x [0,1] — (AR)™™.

Fiir jedes f € K|[z] ist 0;f nur fiir endlich viele J nicht Null. Also lduft das Maxi-
mum in der Definition von ®(v,t)(f) tiber endlich viele Terme. Da alle v — (9, f)
stetig auf (A’ )" sind, ist auch

(AR)™ < [0,1] — R,

(v, 1) = 2(y,1)(f)

stetig. Also ist P stetig.

Istr =0, soist (v,t) = v(f) fur alle ¢t € [0, 1]. Aus der Tatsache, dass y(z;) =r; =0
Alsoisty = s(0,...,0) € S.

Ist 7 # 0, so ist ®(7y,0) = v, denn (tr)’ = 0, falls J # (0, ...,0) ist.

AuBerdem ist ®(v,1) = m?X”Y(an)TJ. Wir zeigen nun, dass ®(v,1) = s(rq,...,r,)
gilt. Fir f =Y a2’ € K[z] ist also zu zeigen
i

m?X{y((?Jf)r‘]} = max | ar |7’

Die Ungleichung = folgt sofort aus der nicht-archimedischen Dreiecksungleichung.
Wir zeigen 2. Dazu sei | ay, | 0 = max | ar | rPund | a7 | 71 <[ ag, | r™ fiir alle
I > I, wobei diese Relation komponentenweise fiir alle Eintrage gemeint ist.

Dann gilt 95, f(z) = >, (IJIFOIO)aHIOxI. Der Summand fiir / = (0, ...,0) ist ay,, also
IeNg

gilt fiir alle 7 € Nj\{0,...,0}:

T, I+1I
’Y(CLIO) = | a’IO | :Tg >| a1+10 | _TT_IOO
= ”Y(alﬂoxl)
2 ((err’).
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Mit der nicht-archimedischen Dreiecksungleichung folgt

’7(810]0) = 7(0’10) :| ar | :

Also ist
mas {105} 2 (00 (£)r" =] ag, | .

woraus die gewiinschte Ungleichung folgt.

Somit ist ®(v,0) = v fir alle y € (A%)* und ®(v,1) = s(v(x1),...,v(x,)) € S fur
alle v € (A% ).

Also ist S ein Deformationsretrakt von (A% )*". Ferner priift man leicht nach, dass
firaller = (ry,...,m,) € RY; gilt

fur alle t € [0, 1]. Also ist S ein starkes Deformationsretrakt von (A% )*". O

Definition 5.18 Es sei A eine K —affinoide Algebra. Eine Teilmenge U C M(A) heifdt
affinoider Teilbereich, falls es einen Homomorphismus K affinoider Algebren

p: A= Ay
gibt, so dass die zugehorige stetige Abbildung
M(p) : M(Ap) = M(A)
folgende Eigenschaften hat.

i) M(p) bildet M(Ay) nach U ab.

ii) Fiir jeden Homomorphismus K —affinoider Algebren
v:A—> B
mit M(v)(M(B)) C U gibt es genau einen Homomorphismus
V' Ay — B

mit

V=1 0.
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Aus der Eindeutigkeitsbedingung folgt, dass die Algebra A; bis auf eindeutigen
Isomorphismus eindeutig bestimmt ist.

Beispiel: Sei A eine K —affinoide Algebra und X = M(A).
V) Fur f=(f1,.... fo) mit f € Aund p = (p1,...,p,) € R, ist
X(p ' f)={ye M(A):y(fi) = pifurallei=1,...,n}

ein affinoider Teilbereich von X = M(A). Er wird von dem K—Algebren-

homomorphismus

pr A= AlpTf}
dargestellt, wobei A{p~'f} = A{p~'a}/(x; — f; : i = 1,...,n) ist (siehe Definition
423).

Die Abbildung

M(p) : M(A{p~'f}) = M(4)
bildet eine Seminorm ~ auf A{p~'f} auf y o p : A — Rx( ab. Die affinoide Algebra
A{p~'f} tragt die Quotientennorm via A{p 'z} — A{p~'f}. Da in A{p 'z} gilt
| @ ||=p; furallei =1,...,n,folgt || f; ||< p; in A{p~'f).

Also gilt fiir alley € M(A{p~'f}) ebenfalls v(f;) < p; und somitist yopin X (p~'f).

Also bildet M(y) den Raum M (A{p~'f}) nach X (p~'f) ab. Damit ist i) in Defini-
tion 5.18 erfiillt. Fiir ii) betrachten wir einen Homomorphismus ) : A — B von
K —affinoiden Algebren mit M(¢)(M(B)) € X(p~'f). Also gilt fiir alle y € M(B),
dassyoo(f;) S piistfiri=1,... n.

Nach Proposition 5.10 folgt daraus

p(v(fi) Sp; furallei=1,...,n.

Mit Hilfe der Ubungsaufgabe 7) am Ende von Kapitel 4 gibt es also genau einen
stetigen K —Algebrenhomomorphismus ® : A{p~'z} — B, der ¢ fortsetzt und z;
auf f; abbildet.

Dieser faktorisiert also iiber einen eindeutig bestimmten K —Algebrenhomo-
morphismus

U A{pT'f} — B,
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der das Diagramm

A v B
~ oA
A{p~' f}

kommutativ macht.

Jeder affinoide Teilbereich der Form X (p~!f) in X = M(A) heifit WeierstraSbereich
in X.

2) Analog zeigt man, dass fir f = (f;,..., f.) ., 9 = (g1,-..,9m) mit f; € A und
g; € Asowiep = (p1,...,pn) € Rlyund ¢ = (q1,...,¢n) € RZ, die Teilmenge
Xp'fiag™) ={y e X :q(fi) Spfurallei = 1,...,n,7(g) = ¢ fiir alle j =
1,...,m} ein affinoider Teilbereich von X ist.

Er wird von dem K —Algebrenhomomorphismus

p: A= A{(p~" f,q97 ")}

aus Definition 4.23 dargestellt. Affinoide Teilbereiche von dieser Form heifsen Lau-
rentbereiche.

Ubungsaufgabe 35 Ist ¢ : A — B ein Homomorphismus affinoider K —Algebren, so hat
die zugehorige Abbildung M(p) : M(B) — M(A) die Eigenschaft, dass Urbilder von
Weierstrafs- bzw. Laurentbereichen wieder Weierstraf3- bzw. Laurentbereiche sind.

Ubungsaufgabe 36 Beweisen oder widerlegen Sie folgende Aussage. Die Quotientenabbil-
dung ¢ : Ty — T macht M(Ty) — M(13) zu einem affinoiden Teilbereich von M(15).

Lemma 5.19 Sind U und V affinoide Teilbereiche in X = M(A), so ist auch U NV ein
affinoider Teilbereich.

Beweis : Es seien ¢; : A — Ay und ¢, : A = Ay die Algebren-Homomorphismen
zu U und V. Wir betrachten die A—Algebra C = Ay®4 Ay zusammen mit der kano-
nischen Abbildung ¢ : A — C. Da Ay und Ay K—affinoid sind, ist nach Korollar
4.19 auch C' K—affinoid. Ist nun ¢ : A — B ein Homomorphismus K —affinoider
Algebren mit M(¢)(M(B)) € U NV, so liefern die universellen Eigenschaften fiir
U und V eindeutige Homomorphismen

1/11:AU—>Bundw2:AV—>B
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mit ¢ = 11 0 p; und P = 15 0 s.

Daher sind vy und 2A— Algebrenhomomorphismen. Die universel-
le Eigenschaft von C = Ay@a4Ay liefert also genau einen beschrankten
A—Algebrenhomomorphismus

0.0 — B,
so dass
Ay
N
C © B
N
Ay
kommutiert. Da
Ay

D

A~ c-°.p

BN PA

Ay
kommutiert, folgt ¢ = 14 o p; = O o . Daraus folgt die Behauptung. O

Ist V. C M(A) ein affinoider Teilbereich mit Algebrahomomorphismus ¢ : A — Ay,
so bildet M(¢) den Raum M (Ay ) definitionsgemafl nach V' C M(A) ab.

Lemma 5.20 Diese Abbildung ist injektiv.

Beweis : Wir nehmen zunéichst an, dass A und Ay strikt K —affinoid sind.

Nach Lemma 5.12 ist also Max(A) dicht in M(A). Jedes p € Max(A) NV ist von der
Form
p:A—L L g R>o

fir eine endliche Korpererweiterung von L. Da M (L) K —affinoid ist, folgt aus der
universellen Eigenschaft von M (Ay ), dass es einen eindeutigen Homomorphismus
Ay — L gibt,sodass pals A — A;, — L — R, faktorisiert. Daher ist Max(A) NV C
Bild (M (¢)), und die Abbildung

M(p) : Max(Ay) — Max(A)
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ist injektiv.

Sind nun p # ¢ zwei Punkte in M(Ay ), so konnen wir diese durch geeignete Lau-
rentbereiche W; € M(Ay) und Wy, C M(Ay) trennen. Diese sind ebenfalls strikt
K —affinoid. M(y¢)(W;) und M (p)(WW>) sind dann affinoide Teilbereiche von M (A),
denn man zeigt leicht, dass sie die universelle Eigenschaft erfiillen. Sind Ay, und
Ay, die zugehorigen affinoiden Algebren, so folgt aus W, N W, = in M(Ay), dass
M(p)(Max(Aw,) N M(p)(Max(Aw,)) = 0 ist. Nun ist M(p)(W;1) N M(p)(Ws) =
M(Aw,®aAw,) nach Lemma 5.19. Die Algebra Ay, ® 4 A, kann aber keine maxima-
len Ideale haben, also ist sie 0 und M (A, ®4Aw,) = 0. Somit ist auch M(p)(p) #
M(p)(q). Also ist M(p) im strikt K —affinoiden Fall injektiv. Der allgemeine Fall
folgt durch Basiswechsel mit einem geeigneten Erweiterungskorper K, /K. O

Es gilt aufferdem, dass fiir jeden affinoiden Teilbereich V mit ¢ : A — Ay die in-
jektive Abbildung M(y) : M(Ay) — M(A) einen Isomorphismus M(Ay) — V
vermittelt.

Auflerdem ist jeder strikt affinoide Teilbereich offen und kompakt in M (A), falls A
strikt affinoid ist, siehe [Bo].

Proposition 5.21 Jede abgeschlossene Teilmenge z in X = M(A), die eine offene Umge-
bung U eines Punktes xo € Z enthiilt, enthilt auch einen Laurentbereich W um p.

Beweis : Die offene Teilmenge U enthilt eine Umgebung der Form
{veX:vy(fi) <riyv(gy) >s;furi=1,...,nund j =1,...,m}

fur geeignete r; > 0,s; > 0und f;, g; € A. Wir wahlen p;, ¢; € VEK* mitzo(f;) S p; <
riund zo(g;) 2 5 > s;.

Dann ist fir p = (p1,...,00); ¢ = (q1,---,qm) sowie f = (f1,..., f,) und g =
(g1,--.,9m) die Teilmenge V = X(p~'f,q¢~') C X ein strikt affinoider Laurent-
bereich mit

rg eV CU.

O

Satz 5.22 (Tate Azyklizitit) Es seien V1, . .., V,, endlich viele affinoide Teilbereiche in X =
M(A)mit X = Vi U...UV,. Mit p; : A — Ay, bezeichnen wir die zugehorigen Algebren-
homomorphismen.
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Die Homomorphismen

Di - Av. — H AV~®AAV~

7

und ¢;: Ay, —
a — (1®a)i=1,.n
vermitteln Produktabbildungen
i=1 ij=1
Dann ist folgende Sequenz exakt:
=1L, n p .
0— A — J[Av. = ] AvdaAy,
i=1 7 45=1

das heifst,

i) ¢ istinjektiv und
ii) Bild () = {a e 1_11 Ay, : p(a) = q(a)}

Bevor wir diese Aussage in einem Spezialfall bezweifeln, wollen wir uns geome-

trisch verdeutlichen, was sie bedeutet.

Nach Lemma 5.19 ist

Ordnen wir jedem affinoiden Teilbereich V' in A die zugehorige Algebra Ay zu, so
erhalten wir zu jeder Inklusion V; C V; von affinoiden Teilbereichen eine , Restrikti-
onsabbildung” Ay, — Ay, (mit Hilfe der universellen Eigenschaft).

Nach i) ist ein Element in A vollstindig durch seine Einschrankung auf alle Alge-
bren einer endlichen Uberdeckung aus affinoiden Algebren festgelegt.

Nach ii) ,verkleben” sich Daten (a; € Ay; )1
tir alle ¢ und j die Einschrankungen von a; und a; auf den Schnitt, also a;®1 und

» genau dann zu einem a € A, wenn

.....

1®a; in Ay,® 4 Ay, libereinstimmen.

Seite 72



Das entspricht den Garbenaxiomen fiir eine offene Uberdeckung.

Beweis : (von Satz 5.22) Wir geben aus Zeitmangel nur eine Skizze. Es geniigt, die
Behauptung fiir strikt affinoide Riume mit strikt affinoiden Uberdeckungen zu zei-
gen (siehe [Berl], Proposition 2.1.2).

Ein ausfiihrlicher Beweis fiir diesen Fall findet sich in [Bo], § 4.3.

Mit Hilfe eines Satzes von Gerritzen-Grauert zeigt man, dass es gentigt, die Behaup-
tung fiir eine Laurent-Uberdeckung von X = M (A) zu zeigen. Das ist eine Uberde-
ckung der Form

{X( féla'--7f7?r) HYOTS {_'_17_1}}
fiir Elemente f1,..., f. € A.

Mit einem Induktionsargument fiihrt man diesen Beweis auf den Fall » = 1 zurtick.

Wir betrachten also fiir ein f € A die offene Uberdeckung X (f) U (f~!) von
X = M(A). Esist X(f) = M(A{f}) und X(f7!) = M(A{f7'}), wobei A{f} =
A{z}/(z — f)und A{f7'} = A{y}/(1 - yf) gilt.

Ferner ist X (f) N X(f™') = {yv € M(A) : v(f) = 1} = M(A{f,f'}), wobei
AL 71 = Az, a7}/ (2 = ) mit Az, 271 = Ao, g}/ (zy — 1) ist.

Die , Einschrankungsabbildungen”

ALfY 5 A{f f Y und A{fF1Y S AL F1

sind die kanonischen Homomorphismen. Wir betrachten das kommutative Dia-

gramm

0 0
{ 1

(& — ALz} x (A= fAlyY 5 (x— flA{z, 27"} — 0
1 {

0 — A —» Afz} x A{y} s Alprly — 0
| l 1

0 — A — A{f}xA{f—l} 7 A{f,f—l} — 0
{ {
0 0

Die Spalten dieses Diagramms sind offenbar exakt.
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Die Abbildung § ist gegeben als

5( i a,x", i bny”) = i a,r" — i by ".
n=0 n=0 n=0 n=0

Sie ist offenbar surjektiv mit Kern § = {(ao, ao) : ap € A}. Also ist auch die mittlere
Reihe des Diagramms exakt.

Mit ¢ ist auch ¢’ surjektiv. Durch eine Diagrammjagd folgt, dass die untere Reihe
exakt ist. Das ist genau die Tate-Azyklitét fiir die Uberdeckung {X (f), X (f)}. O

6 Globale analytische Raume

Nun wollen wir Berkovichs analytische Rdume definieren. Sie sind in geeigneter
Weise aus Spektren affinoider Algebren zusammengesetzt. Ein Beispiel fiir einen
solchen Raum, ndmlich (A% )**, haben wir schon kennengelernt.

Definition 6.1 Sei 1" ein topologischer Hausdorffraum. Ein Quasi-Netz auf T ist eine Fa-
milie T von kompakten Teilmengen V. C X, so dass jedes v € X eine (abgeschlossene)
Umgebung der Form Vi U ... UV, mitV; € Tund x €V, fiirallei = 1,. .., n besitzt.

Ein Quasi-Netz ist ein Netz, falls fiir alle V, V' € 7 die Familie
{Wer:WcvnV'}

ein Quasi-Netz auf V NV’ ist.

Vorsicht: Dieser Begriff eines Netzes hat nichts mit den Netzen zu tun, die wir in
Definition 5.5 kennengelernt haben! Wir behalten trotzdem diese auf Berkovich zu-
riickgehende Terminologie bei, da sie auch in der Literatur verwendet wird.

Beispiel: Wir betrachten auf dem abgeschlossenen Einheitskreis 7' C C (mit der
komplexen Topologie) eine beliebige Unterteilung in endlich viele Sektoren

und definieren 7 als die Menge aller dieser abgeschlossenen Sektoren. Das ist ein
Quasi-Netz auf 7.

Es sei K ein vollstindiger, nicht-archimedischer Koérper mit einem nicht-trivialen
Betrag.
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Definition 6.2 Es sei X ein topologischer Hausdorffraum zusammen mit einem Netz T.
Ein K—affinoider Atlas A auf X beziiglich T ist eine Familie von affinoiden Algebren
{Av }ver zusammen mit einem Homomorphismus

V ~ M(Ay)

fiiralle V' € 1, so dass es fiir alle V, V' € T mit V' C V einen Homomorphismus affinoider
Algebren
AV — AV/

gibt, der V' zu einem affinoiden Teilbereich von V macht.

Jetzt konnen wir analytische Riume definieren.

Definition 6.3 Ein K —analytischer Raum ist ein Tupel (X, 7, A), wobei X ein topologi-
scher Hausdorffraum, T ein Netz auf X und A ein K—affinoider Atlas beziiglich T ist.

Falls alle Ay strikt K—affinoide Algebren sind, so ist (X, 1, A) ein strikt K—affinoider
Raum.

Wir schreiben oft einfach X statt (X, 7, A).
Beispiel: 1) Der analytische affine Raum (A% )" ist ein K —analytischer Raum mit

dem Netz 7 = {M(T,,,) : r € RZ,} und dem Atlas A, der M(T,,,) die Algebra T, ,
zuordnet. Das folgt aus Lemma 5.15.

2) Ist A eine K —affinoide Algebra, so ist 7y = { M(A)} ein Netz auf M(A) und A, =
{A} ein K—affinoider Atlas. Also ist (M(A), 79, Ag) ein K —analytischer Raum.

3) Wir konnen auch durch

7:{V C M(A) : V affinoider Teilbereich}
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ein Netz auf M(A) definieren.

Dannist A = {Ay : V C M(A) affinoider Teilbereich } ein K —affinoider Atlas und
(M(A), 7, A) ebenfalls ein K —analytischer Raum.

4) Essei a C K[zy,...,x,] ein Ideal. Wir definieren jetzt einen analytischen Raum
Z(a)*™™ C (A%)*, so dass fiir alle (aq,...,a,) € K" die Seminorm

K[l‘l,...,l‘n] — Ry
fo—= 1 fla,..an) [k
genau dann in Z(a)*" liegt, wenn g(ay,...,a,) = 0 istfiir alle g € a.
Dazuseir = (r1,...,r,) € R?,. DasIdeal a C K{zy,...,2,] C T, erzeugt ein Ideal
aT, . in der Algebra T,,, = {>_asz’ :| a; | 1 — 0}.
T

|[I]—o0

Die Algebra A, =T, ., /aT, , ist affinoid, wenn wir sie mit der Quotientennorm ver-
sehen.

Es sei T'(a) die Menge aller multiplikativen Seminormen ~ : Kz, ..., z,]/a = Rx,
die den Betrag auf K fortsetzen.

Versehen mit der grobsten Topologie, die alle Auswertungsabbildungen in f €
Klzy,...,x,]/a stetig macht, wird T'(a) ein topologischer Raum.

Wir haben eine natiirliche Einbettung

i:T(a) C (A%)™
Y = Yogq,

wobei ¢ : Kxy,...,z,] = K[z1,...,x,]/a die Quotientenabbildung ist.

Diese Einbettung ist ein Homoomorphismus von 7'(a) auf die abgeschlossene Teil-
menge {y € (A%)" : v(g) = 0 fiir alle g € a} von (A% )* (versehen mit der Relativ-
topologie).

Fiir jedes r € R2 ist V, := i~ (M(T,,)) also eine kompakte Teilmenge von T'(a).
Wir definieren 7 = {V, : r € R%}. Das ist ein Netz auf 7'(a).

Wir ordnen jedem V, die affinoide Algebra A, = T,,,/aT,, , zu. Wir wollen nun zei-
gen, dass diese Zuordnung einen K —affinoiden Atlas auf 7'(a) beziiglich 7 definiert.
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Die Quotientenabbildung 7,,, — A, , vermittelt ndmlich eine stetige Abbildung
iyt M(Apy) = M(T,,) C (Af)™".

Diese ist ein Homdomorphismus von M(A4, ,) auf Bild (i,) = {y € M(T,,) : 7(g9) =
0 fir alle g € aT,, . }.

Ferner ist K|zy,...,z,]/a C T,,/al,, = A,. Die Einschrainkung von Seminormen
vermittelt also eine stetige Abbildung

M(A,) — T(a).

Offenbar ist das Diagramm

M(An,) -2 M(T,,)

! N
T(a) — (Ap)™

kommutativ. Da 4, 4, und die rechte vertikale Abbildung jeweils Homdormophismen
auf ihre Bilder vermitteln, gilt das auch fiir die linke vertikale Abbildung. Ihr Bild
ist V, =i (M(T,,)), also ist V, ~ M(A,,,) homdomorph.

IstV, C V;,sofolgtr; < s; furallei =1,...,n. Alsoist T, s C T,,, und der induzierte

Homomorphismus
An,s — An,r

macht V, zu einem affinoiden Teilbereich von V.
Dabher ist A in der Tat ein K —affinoider Atlas auf 7(a) beztiglich 7.
Wir bezeichnen den zugehdrigen analytischen Raum mit Z(a)* = (T'(a), 7, A).

Diese Konstruktion ist ein Spezialfall des sogenannten Gaga-Funktors: Jedem Sche-
ma X, das von endlichem Typ tiber K ist, kann man auf funktorielle Weise einen
analytischen Raum X" zuordnen.

separiert Hausdorff
Ist X ¢ eigentlich ,soist X" ¢ kompakt
zusammenhéngend wegzusammenhdngend
Fiir ein affines Schema X = Spec K|z, ..., x,]|/a ist X** gerade der oben konstru-

ierte Raum Z(a)*". Als topologischer Raum ist dieser einfach die Menge der multi-
plikativen Seminormen auf K|z, ..., z,|/a, die den Betrag auf K fortsetzen.
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Falls K algebraisch abgeschlossen ist, so ist X (/) eine dichte Teilmenge von X. Dies
verallgemeinert Ubungsaufgabe 22 und Lemma 5.12.

Wir wollen noch den analytischen projektiven Raum (PP} )" kennenlernen.

Definition 6.4 Wir nennen zwei Seminormen vy, v, : Klxo, ..., x,] — Rxo dquivalent,
falls es eine Konstante C' > 0 gibt, so dass fiir jedes homogene Polynom f vom Grad d

n(f) = C%(f)

gilt.

Wir definieren den topologischen Raum (P )*" als Menge der Aquivalenzklassen
aller multiplikativen Seminormen

v Klzg, ..., x,] = Ry,

so dass v den Betrag auf K fortsetzt und auf mindestens einer Unbestimmten z;
nicht verschwindet.

Also ist (P%)™ ein Quotient der offenen Teilmenge {y € (A%™)™ : y(z;) = 0 fiir
mindestens ein i} von (A’!)". Wir statten diese Teilmenge mit der Relativtopolo-

an

gie und (P, )" mit der Quotiententopologie aus. Wir schreiben [4] fiir die Aquiva-
lenzklasse einer Seminorm ~ auf K|z, ..., x,]. Wir fixieren ein i € {0,...,n}. Die

Teilmenge
U= {1 € (Pi)™ : v(w:) = max {y(x;)}}

7=0,....,n

an

ist wohldefiniert und eine abgeschlossene Teilmenge von (P)

Wir schreiben K{yo,...,¥:,...,yn] fiir den Polynomring in den n Variablen y; fiir
j#iund 0 < j < n. Die tiberdachte Variable wird also weggelassen.

Jetzt betten wir den topologischen Raum A; = {v : Klyo,.-- %1, Y] —
R>o multiplikative Seminorm, die | |x fortsetzt und ~(y;) =< 1 fur al-
le j erfillt } in (P%)* ein. Offenbar ist A, ~ M(T,) < (A%)". Es sei
a; : Klzo,...,z,) — Klyo,....¥i,...,yn) der K—Algebrenhomomorphismus
f(xo,...,zn) = f(yo,---,1,...,yn), wobei 1 fir z; eingesetzt wird und y; fiir
x; (j # i) eingesetzt wird. Die Abbildung ¢; : A; — (P}%)*" ist folgendermafien
definiert. Fiir v € A; sei ¢;(7) die Aquivalenzklasse der Seminorm

Klzo. .. 20 =5 K[yo, -y Gis- - Un] l)Rgo.
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Offenbar ist ¢; stetig.

Fiir jeden Vertreter 7' von ;(7) gilt
v (x;) <+ (;) furalle j =0,...,n.

Also landet ¢; in der abgeschlossenen Teilmenge U; = {[7] € (P%)™ : y(z;) =
jgaxn{y(xj)}} von (P} )",

.....

Fiir ein Polynom f(vyo, ..., Ui, .-, Yn) € K[Yo,-- -, Ui, - - ., Yn) vom Grad d setzen wir

Zo Z x d
g(xo,...,xn):f(—,...,—l,...,—n) Ty
xX; xX; ZT;

—~

. o , , j d—|J
Istalso asy’ . ..yJ" . ..yi» ein Monom in f, soist | J |< d, also ayzi - ... 201!

Jn
PN

das entsprechende Monom in g. Definitionsgemaf3 ist ¢ homogen vom Grad d. Dann
sei; : U; — A; die Abbildung, die die Klasse [v] € U; auf

fe(9) /(=)
abbildet.

Das ist unabhéngig von der Wahl des Vertreters v der Aquivalenzklasse [4]. Diese
Abbildung definiert eine multiplikative Seminorm ¢ auf Ky, ..., i, ..., ¥}, die den
Betrag auf K fortsetzt und d(y;) = v(z;) < 1 erfuillt fiir alle j # i. Man prift leicht
nach, dass v stetig ist und dass

po1 =idy, und p o =idy,
gilt.
Also ist M(T,,) homoomorph zu der abgeschlossenen Teilmenge U;.

Betrachten wir U; N U, fiir ¢ # j, so wird diese Teilmenge unter dem Homdomor-
phismus
U; 25 A,

auf die Menge aller v in A; mit y(y;) = 1 abgebildet. Dies wird unter dem Homoo-
morphismus A, — M(T,,) auf dem Laurentbereich M(T,,)(y;, yj_l) ={ye M(T,) :
Y(y;) = 1und v(y;) = 1} in M(T,,) abgebildet, ist also ein affinoider Teilbereich.

Daherist 7 = {U;, N...NU;, :i; € {0,...,n},r 2 1} ein Netz auf (P} )*", das einen
natiirlichen affinoiden Atlas tragt.
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Wir fixieren ein i € {0, ..., n} und betrachten wie oben den Algebrenhomomorphis-
mus «; : K[xg,...,z,) = K[yo, .., Ui, -, Yn], der z; auf 1 abbildet. Dieser liefert eine
stetige Abbildung

it (AR)™ — (PR)™,

die eine multiplikative Seminorm v auf K|z1,...,z,] ~ Klyo,..., Ui, ..., ys| auf die
Aquivalenzklasse von 7 o «; abbildet.

Sind 7, o o; und 7, o ; dquivalent, so gibt es eine Konstante C' > 0 mit

o ai(g) = %o ai(g)
tir alle homogenen g vom Grad d.
Nun ist «;(g) = «;(2"g) fur alle m = 0. Aus

— Cder — Cder

Y10 a;(g) = 71 0 ai(x"g) 710 ai(g) 71 0 ai(g)
folgt C' = 1.

Da wir fiir jedes Polynom f € K{yo,...,¥:- .., Y, ein homogenes g € K|z, ..., x,]
mit o;(g) = f wahlen konnen, ist ¢; injektiv. Das Bild von ¢; ist die offene Teilmenge

Vi=A{hl e Px)™ : v(z:) # 0}
von (P7)e".
Fiir jedes [] mit v(z;) # 0 konnen wir ndmlich eine Seminorm

§: K[yo, .- Tis--,Yn) = Rxo

definieren durch

wobei g ein homogenes Polynom in K|z, ..., z,] mit a;(g) = f ist. Das ist unab-
hédngig von der Vertreterwahl und erfiillt ) o o; dquivalent zu ~. Also hat der topo-

an

logische Raum (P}.)*" eine Uberdeckung aus (n + 1) affinen analytischen Rdumen

(A%)*, wie man das von der algebraischen Geometrie her kennt.

Wir wollen nun auch fiir den projektiven Raum ein Skelett definieren.
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Definition 6.5 Der tropische projektive Raum ist definiert als
TP" = (RZ'\{0,...,0})/ ~,
wobei ~ die Aquivalenzrelation
(ag,...,an) ~ (Aag, ..., Aay,) fiiralle A € Ry
ist. Wir statten diesen Raum mit der Quotiententopologie aus.

Ubungsaufgabe 37 Studieren Sie die Konvergenz von Folgen in TP™.

Dann haben wir fiir jedes ¢ = 0, . .., n eine nattiirliche Einbettung
O, : R%, — TP",

die durch ©;(ao, ..., d;,...,a,) = (ao,...,1,...,a,) gegeben wird, wobei 1 an der
i—ten Stelle steht. ©; ist ein Homdomorphismus auf die affine Teilmenge W, =
{[(ag,...,an)] € TP" : a; # 0} von TP".

Wir haben eine Tropikalisierungsabbildung
t:(Pr)y™ — TP"
v [(’Y(xO)v)’Y(xn))]a

wobei [ ] die Aquivalenzklasse beziiglich ~ bezeichnet. Diese ist surjektiv und stetig.
Offenbar kommutiert fiir alle ¢ das Diagramm

(Af)™ ——RZ,
Pi f@l
By TP

wobei die obere vertikale Abbildung die Tropikalisierungsabbildung aus Kapitel 5
ist. Die Abbildung ¢ hat einen kanonischen Schnitt s : TP" — ()", der die Klasse
[u = (u1,...,u,)] auf die Klasse der Seminorm

s(u) : K[zo,...,z,] — Rxg

Sax! max | a; | u!

abbildet. Offenbar ist mit dem Schnitt s; : R, — (A%)*" aus Kapital 5 das Dia-

gramin

=0
Pi [61'
(PR = TP
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kommutativ. Es ist Bild(s) = Lnj ¢; (Bild(s;)).
i=1

Genau wie in Kapitel 5 zeigt man, dass Bild (s) C (P%)*" abgeschlossen ist und dass
s einen Homodomorphismus von TP" auf sein Bild vermittelt.

Im Beweis von Satz 5.17 haben wir eine stetige Abbildung
O (AR)™ > [0,1] = (AR)™

an

definiert, die Bild (s;) zu einem starken Deformationsretrakt von (A% )" macht.
Mit Hilfe des Homoomorphismus ¢, definieren wir eine stetige Abbildung
O, :V; x[0,1] =V,

so dass ®;(x,0) = x fiir alle z € V;, ®;(x,1) € ¢;(Bild(s;)) C Bild(s) und ®;(a,t) = a
fiir alle a € ; (Bild(s;)) ist.

Eine direkte Rechnung zeigt, dass ®; und ®; auf U; N U; x [0, 1] zusammenpassen.
Also kdnnen wir sie zu einer stetigen Abbildung

@ (PR x [0,1] > (P
zusammensetzen, die folgende Eigenschaften hat:
i) ®(x,0) =z fur alle x € (P%)*™
ii) ®(z,1) € Bild(s) fur alle z € (P )"
iii) ®(a,t) = a fir alle a € Bild(s).
Also ist Bild(s) ~ TP" ein starkes Deformationsretrakt von (P} )*".
Da TP" zusammenziehbar ist, ist daher auch (P )** zusammenziehbar.

Jetzt wollen wir Morphismen analytischer Riume definieren.

Definition 6.6 Es seien (X, 7, A) und (X',7', A") K—analytische Riume. Ein starker
Morphismus

v (X, 1, A) = (X, 7, A)
ist eine stetige Abbildung ¢ : X — X', so dass fiir alle V € 7 ein V' € 7 mit p(V) C
V" existiert, zusammen mit einem kompatiblen System von K —Algebrenhomomorphismen

Ayr — Ay fiiralle V€ Tund V' € 7" mit (V) C V', das in offensichtlicher Weise
transitiv ist.
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Beispiel: Fiir jedes Ideal a C Kz, ..., z,] vermittelt die injektive stetige Abbildung

p:T(a) = (AR)™

an

einen starken Morphismus Z(a)* — (A} )*".

Definition 6.7 Ein starker Morphismus ¢ : (X,7,A) — (X',7A") heifit Quasi-
Isomorphimus, falls ¢ : X — X' ein Homdomorphismus ist und falls fiir alle V€ 7
und V' € " mit (V') C V' die Abbildung

(p/V V=V
V' mit einem affinoiden Teilbereich von V' identifiziert.

Beispiel: Ist X = M(A) K—affinoid, so konnen wir X mit7 = {X}und A; = {Ax}

SO wie mit
7, = {V C X :V affinoider Teilbereich von X'}

und
Ay = {Ay:Ver}
ausstatten. Die Identitdt id: X — X vermittelt dann einen Quasi-Isomorphismus
(X, 72, A2) — (X, 71, Ay).

An diesem Beispiel sieht man, dass man solche Quasi-Isomorphismen am liebsten
als Isomorphismen behandeln wiirde.

Das erreicht man formal durch Lokalisieren.

Proposition 6.8 Es sei C eine Kategorie und S eine Klasse von Morphismen in C. Dann
gibt es eine Kategorie C[S™?), die Lokalisierung von C nach S, zusammen mit einem Funktor

Q:C—C[S™,
so dass gilt:
i) Fiir jeden Morphismus s € S ist Q(s) ein Isomorphismus in C[S™'].

ii) Ist F' : C — D ein Funktor in eine Kategorie D, so dass fiir jedes s € S der Morphis-
mus F(s) ein Isomorphismus ist, dann gibt es genau einen Funktor G : C[S™'] — D
mit Go@Q = F.
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Wir werden dieses Resultat aus der Kategorientheorie hier nicht beweisen.

Beispiel: Wir betrachten die Kategorie C der abelschen Gruppen und die Klasse S,
die aus allen Morphismen der Form

g = ¢
g = ng=(@g+...4+9)
~—

n—mal

tiir eine abelsche Gruppe G und eine nattirliche Zahl n besteht. Dann ist die Lokali-
sierung C[S~'] gerade die Kategorie der Q—Vektorrdume.

Im allgemeinen sind Lokalisierungen von Kategorien nicht einfach zu beschreiben.
Im Falle der starken Morphismen von Berkovichrdumen hat man jedoch das folgen-
de Resultat.

Proposition 6.9 Das System der Quasi-Isomorphismen zwischen K —analytischen Riiu-
men erfiillt folgende Bedingungen:

i) Jede Identititsabbildung ist ein Quasi-Isomorphimus.
ii) Die Verkniipfung von zwei Quasi-Isomorphimen ist ein Quasi-Isomorphismus:
iii) Jedes Diagramm der Form
(X, A7) 5 (X A7) & (X A7)

von starken Morphismen K —analytischer Riaume, so dass g ein Quasi-Isomorphismus
ist, lisst sich fortsetzen zu einem kommutativen Diagramm

(X’ _A7 7—) _ (X/, .A/, 7_/)

| §

(X, A7) " (X, 2, 7),
so dass [ ein Quasi-Isomorphismus ist.

iv) Falls ¢ : (X, A, 7) = (X', A", 7") zwei starke Morphismen sind, so dass es einen
Quasi-Isomorphismus g = (X', A, 7") — (X', A’,7') gibt mit gp = g1, dann folgt
=1,
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Beweis : Siehe [Ber2], Proposition 1.2.10.
Wir lassen i) und ii) als Ubungsaufgabe.
iii) Gegeben seien starke Morphismen
(X, A7) 5 (X A7) = (X7 A7)

mit einem Quasi-Isomorphismus g. Da die Abbildung g : X’ — X’ ein Homéomor-
phismus ist, konnen wir X’ = X’ annehmen.

Es sei X = X. Wir definieren ein neues Netz 7 auf X, das aus allen W C X be-
steht, die affinoider Teilbereich eines V' € 7 sind. Die Algebren dieser affinoiden
Teilbereiche liefern einen K —affinoiden Atlas .4 beziiglich 7.

Nun sei 7 die Familie aller V € 7, fiir die es ein V' € 7/ mit (V) C V' gibt. Das
definiert ein Netz auf X (Ubungsaufgabe). Der K —affinoide Atlas A liefert einen
K —affinoiden Atlas A beziiglich 7, und ¢ induziert einen starken Morphismus

b (X, AT = (XL AT,
Der kanonische Quasi-Isomorphismus
Fr(X A7) = (X, A7)
komplettiert das gewiinschte Diagramm.

iv) Ist g = g7 in der Situation von iv), so ist ¢ = 1 als stetige Abbildung von X
nach X'.

Essei V € 7und V' € 7/ mit ¢(V) C V’. Dann existiert ein V' € 7/ mit g(V') C V".
Da g ein Quasi-Isomorphismus ist, identifiziert g die Menge V' mit einem affinoiden
Teilbereich von V. Die Abbildungen ¢ und 7 liefern zwei Homomorphismen

AV/ — Av,

deren Kompositionen mit dem Homomorphismus A;;, — Ay~ {ibereinstimmen. Da
g(V’) ein affinoider Teilbereich ist, folgt aus der Eindeutigkeitsbedingung der uni-
versellen Eigenschaft, dass die Algebrenhomomorphismen zu ¢ und ¢ {ibereinstim-
men. Daher ist o = 1. O
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Wenn eine Klasse von Morphismen in einer Kategorie die Eigenschaften i) - iv) aus
Proposition 6.8 hat, sagt man, sie erlaubt einen ,Calculus of right fractions”. In die-
sem Fall lasst sich die Lokalisierungskategorie einfacher beschreiben.

Definition 6.10 Die Kategorie der K—analytischen Riaume ist die Lokalisierung der Ka-
tegorie der analytischen Ridume mit starken Morphismen nach der Klasse aller Quasi-
Isomorphismen.

Die Objekte der Kategorie der K —analytischen Rdume sind dann gerade die
K —analytischen Rdume. Ein Morphismus ¢ : (X, A7) — (X' A7) von
K —analytischen Rdumen ist eine Aquivalenzklssse von Diagrammen

(X//’ A//’ 7_//)
/ \
(X7 A’ T) (X/7 Al? 7—/)7

wobei s ein Quasi-Isomorphismus und f ein starker Morphismus ist.

Jeder Morphismus ¢ ldsst sich also darstellen als ¢ = f o s™! fiir einen Quasi-
Isomorphismus s und einen starken Morphismus f.

Dabei heiflen zwei Diagramme mit Morphismen (s1, f1) und (s2, f2) wie oben dqui-
valent, falls sie von einem dritten Diagramm desselben Typs gemeinsam dominiert
werden.

Details hierzu findet man in [Ga-Zi].

7 Reduktion und Shilovrand

Wir wollen nun noch einige Begriffe diskutieren, die fiir das Studium polyedrischer
Substrukturen analytischer Rdume (Stichwort , Skelette”) wichtig sind. Es sei A eine
K-affine Algebra mit der Banachnorm || - ||. Dann tragt A die , spektrale Seminorm*

pl(f) = inf /T,

In 5.10 haben wir gesehen, dass p(f) = max ~(f) gilt.
YEM(A)
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Definition 7.1 Es sei

A°={a€ A: pla) =1} und
A ={a€ A: pla) < 1}.

Dann ist A° ein Unterring von A und A ein Ideal von A°. Mit A = A°/A* bezeich-
nen wir den Quotientenring. Fiir A = K ist K° = Ry, K°° = M und K = Ok /Mg
der Restklassenkorper.

Ubungsaufgabe 38 A ist ein reduzierter Ring, enthiilt also keine nilpotenten Elemente #
0.

Es sei f: A — B ein beschrankter Homomorphismus von Banachalgebren. Es gibt
also eine Konstante C' > 0 und || f(a)||z = C|la|| , fiir alle a € A. Also ist p(f(a)) =
p(a) fiir alle a € A. Daher vermittelt f: A — B einen Ringhomomorphismus

ferA°— B°
mit f°(A°°) C B®. So erhalten wir einen Homomorphismus
f:A—B

der Restklassenringe. Wir betrachten fiir v € A den Korper #(7), der durch Kom-
plettieren des Quotientenkorpers von A/ker 7 entsteht (siehe Kapitel 5). Dann ist
A — Ajker v — H(v) ein beschrankter Homomorphismus von Banachalgebren.
Also erhalten wir einen Ringhomomorphismus

A—H()
der Reduktionen. % ist hier der Restklassenkorper von #(y). Der Kern dieses

Restklassenhomomorphismus ist ein Primideal in A. Wir bezeichnen es mit (7).
Ferner bezeichnen wir die Menge aller Primideale in A mit Spec A.

Beispiel 1 Fiir A=T, = {Z arz’: |ag| — 0} ist
1

T = {Za,xf €T, |as| £ 1 fiir alle 1} T = {Za,xf\ | a; < 1 fiir alle 1}
1 I

sowie T, = T )T ~ Klxy, ..., x,], wobei K den Restklassenkorper von K bezeichnet.
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Die Abbildung
M(T,) — Spec K[z1, ..., x,]

schickt die Banachnorm auf 7,, auf (0).
Lemma 7.2 Sei A eine K-affinoide Algebra.

i) Esseia = ( fioon, f,) C A ein Ideal und f; € A° ein Vertreter der Restklasse [ fiir
allei = 1,...,r. Dann ist

7 ({p € SpecA:poa}) ={y e M(A) :y(fi) < 1firi=1,...,r}

ii) Ist f € A°\ A°° mit Restklasse f0in A, soist

7 (D)) = {7 € M(A) 1 (f) = 1} £ 0.

Hier schreiben wir

D(f)={p€ Spec A: f ¢p}.

Beweis :

i) Ist p ein Primideal in A mit a C p so liegen alle fi € p.Isty € M(A) eine
Seminorm mit 7(y) = p, so ist p der Kern des Homomorphismus

—_~—

A= H(y).
Da f; € A°ist, folgt v(f;) < L.

Ist umgekehrt v € M(A) eine Seminorm mit v(f;) < 1 firallei =1,...,7,s0
liegen alle f; € A im Kern von A — H (7). Also folgt () D (f1 ... f»).

i) Isty € M(A) mit f ¢ 7(7), so liegt f nichtim Kern von A — 7—/[\(;) Daher wird
f unter A° — H(v)° auf ein Element der Norm 1 abgebildet, also gilt v(f) = 1.
Ist umgekehrt y(f) = 1, so folgt mit demselben Argument, dass f nicht im

—~—

Kern von A — H(7) liegt. Also ist f ¢ 7(7).

Nach Voraussetzung ist f € A°\A*°. Alsoist p(f) = 1. Da p(f) = n}\?é)y(f)
ve
ist, ist {y € M(A) : v(f) =1} £ 0.
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Man kann die Aussage des Lemmas auch so ausdriicken: Das Urbild einer Zariski-
abgeschlossenen Teilmenge in Spec A unter 7 ist offen in M(A), das Urbild einer
Zariski offenen Menge unter 7 ist abgeschlossen in M(A).

Korollar 7.3 Ist p ein (beziiglich Inklusion) minimales Primideal in A, so ist 7—'({p}) C
M(A) abgeschlossen und nicht leer.

Beweis : Es ist {p} = () D(g), denn ist q ein Primideal in A mit g ¢ q fiir alle g mit
g&p
g ¢ p, so folgt q C p, also wegen der Minimalitédt q = p.

Daher ist 7 '({p}) = () 7 (D(f)). Nach Lemma 7.2 ist die rechte Seite ab-
f AO 14007
: f&z\p ~
geschlossen. Falls sie leer ist, so bilden die Mengen M(A)\n~'(D(f)) eine offene
Uberdeckung von M(A). Da M(A) kompakt ist, existiert dann eine endliche Teil-

iberdeckung. Also gibt es endlich viele fy, ..., f, € A°\ A°° mit ﬁ = H(D(f;)) =0
=1

Das widerspricht wegen

der Aussage ii) in Lemma 7.2. O

Ubungsaufgabe 39 (siehe [BGR], 7.2.6) Es sei A eine strikt K —affinoide Algebra und
f e A°. Mit f bezeichnen wir das induzierte Element in A. Es sei fl[ f ~11 die Lokalisierung
von A nach allen Potenzen von f, also die Menge aller Briiche der Form a/ f"(a € A,n 2 0)
mit den durch die Bruchrechnung definierten Rechenregeln.

Wir betrachten den affinoiden Teilbereich
{y e M(A): /() 21} € M(4)

mit affinoider Algebra A{f~'}. Dann ist Aff\—/l} ~ A[f~Y], und die kanonische Abbildung
A — A{f~'} induziert die kanonische Abbildung A — A[f~] in der Reduktion.

Satz 7.4 Es sei A eine strikt K —affinoide Algebra. Ist A nullteilerfrei, so ist p € M(A)
und es gilt

7 ({0} = {n}.
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Beweis : Nach Korollar 7.3 ist 7' ({0}) # 0. Wir wihlen also ein Element v, € M(A)
mit 7(79) = (0) und wollen zeigen, dass

Y(f) = p(f) fur alle f € A.

Nach Proposition 5.10 gilt p(f) = H/l\zla : v(f). Offenbar stimmt unsere Behauptung,
ve

wenn p(f) = 0 ist. Ist p(f) # 0, so gibt es mit Hilfe von Ubungsaufgabe 34, 3) ein
a € K*und einn = 1 mit p(f)" =| a | . Wirsetzen g = a1 f* € A°\ A°°.

Dann ist § # 0, also folgt aus 7(vy,) = (0), dass 1(g) = 1 ist. Daher ist vo(f)" =
Y(f") =] a |= p(f)", woraus die Behauptung folgt. O

Satz 7.5 Es sei A eine strikt K —affinoide Algebra.
i) Fiir jedes minimale Primideal p C A gibt es genau ein v € M(A) mit 7(y) = p.

ii) Es seien py,...,p, die minimalen Primideale in A und v, ..., € M(A) die zuge-
horigen Elemente mit w(~y;) = p;.

Dann ist fiir jedes f € A

iii) Es sei U eine offene Umgebung von ;. Dann existiert ein f € A und ein € > 0 mit

| % (f) |= p(f) und
{ve M(A):1(f)>p(f) -} CU.
Beweis : Wir benutzen folgende Tatsachen aus der kommutativen Algebra: Ein
noetherscher Ring R hat nur endlich viele (inklusions-) minimale Primideale. Der

Schnitt aller Primideale in R ist das Nilradikal vO = {r € R : esgibtein n 2
1 mit r™ = 0}.

Ist R reduziert, so ist also der Schnitt aller minimalen Primideale gleich Null. Sind
p1,...,p, paarweise verschiedene Primideale in R, so ist

A Upi-
=2

Seite 90



i)

ii)

iii)

Istp C A ein minimales Primideal, so existiert ein f € A mit f ¢ p, das in allen
anderen minimalen Primidealen enthalten ist.

Der reduzierte Ring A[f~!] enthélt dann nur ein minimales Primideal, also ist
er nullteilerfrei. Sei f € A° ein Vertreter der Restklasse f € A.

In Ubungsaufgabe 40 haben wir gesehen, dass A[f '] die Reduktion der strikt
K —affinoiden Algebra A{f '} ist. Ist y € M(A) eine Seminorm mit () = p,
so folgt v(f) = 1 aus f ¢ p. Also liegt v im affinoiden Teilbereich

{v € M(A) :(f) =1} » M(A{f})
von M(A). Daher folgt die Behauptung aus Satz 7.4.

Wir koénnen p(f) # 0 annehmen. Die Ungleichung p(f) = max~,(f) folgt aus
Proposition 5.10.

Wie im Beweis von Satz 7.4 finden wir ein g € A°\A*° mit g = o~ ! f" fiir ein
a € Kundeinn = 0.

Dannist0 # g € A, und da A reduziert ist, gibt es ein minimales Primideal p;
mit § ¢ p;. Dann ist v;(g) = 1, woraus p(f) = ~;(f) folgt.

Nach Korollar 7.3 ist

)= () " D).
f€A~o\TAc>o

und in Lemma 7.2 ii) haben wir gesehen, dass 7' (D(f)) = {y € M(A) :
Y(f) =1} ist.

Die offene Uberdeckung von M(A) aus U und allen M(A)\x~"(D(f)) fiir f €
A°\ A% mit f ¢ p; hat eine endliche Teiliiberdeckung. Also ist

M(A) =UU (MANT'D(fi-...- f))
tiir geeignete f1,..., fi.

Also folgt 7 'D(fy ... fm) C U. Somit gibtesein f = f;-...- f, € A°\A*
mit f ¢ p;, so dass

Yi={veM(A):~(f)=1}CU
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ist.

Es gilt ¥ = () X. fiir

e>0

Ye={yeM(A):y(f) 21-¢€}.

Mit einem Kompaktheits-Argument zeigt man, dass es ein € > 0 gibt mit 3. C
U. Daraus folgt die Behauptung.

Da M(A) kompakt ist, nimmt fiir jedes f € A die Auswertungsabbildung

evp v = (f)
auf M(A) ihr Maximum an.

Definition 7.6 i) Eine abgeschlossene Teilmenge I' C M (A) heifit Rand, falls fiir je-
des f € A die Auswertungsfunktion evy ithr Maximum auf I annimmt. Nach dem
Zorn’schen Lemma gibt es (inklusions-)minimale Réinder.

ii) Eine Teilmenge I' C M(A) heifit Shilovrand, falls sie der einzige minimale Rand in
M(A) ist.

Korollar 7.7 Sei A eine strikt K —affinoide Algebra. In M(A) existiert ein Shilovrand T'.
Dieser ist die endliche Teilmenge

I'={v,...,7 : n(y;) minimales Primideal in A}.

Beweis : Das folgt aus Satz 7.5. O

Ist A eine beliebige K —affinoide Algebra, so gibt es eine nicht-archimedische Kor-
pererweiterung L/ K mit A®x L strikt K —affinoid (siehe Ubungsaufgabe 32).

Korollar 7.8 Ist A eine beliebige K —affinoide Algebra, so existiert ein Shilovrand I' C
M(A). Dieser ist eine endliche Menge.

Beweis : Es geniigt zu zeigen, dass die Behauptung fiir A&k K, gilt, falls sie fiir
A gilt. Der Erweiterungskorper L mit ARk L strikt affinoid kann namlich als L =
K, ®...®K,, mit(ry,...,r,) linear unabhingig in R.,//| K* | gewéhlt werden.
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Esist AR K, = { Y. " ia, € Aund | a, || 7" H—> 0}, denn man priift leicht
n=—oo n|—oo

nach, dass die rechte Seite die universelle Eigenschaft des Tensorproduktes erfiillt.

Die kanonische Abbildung A — A® K, liefert eine stetige Abbildung
™ M(A®KK,) — M(A)

auf den Berkovichspektren. Fiir v € A®x K, ist 7(7) einfach die Einschrankung von
~v auf A.

Die Menge 7(I") ist als stetiges Bild einer kompakten Teilmenge insbesondere abge-
schlossen. Da fiir jedes Element f € A die Auswertungsabbildung ev; ihr Maximum
auf 7(I') annimmt, ist 7(I") C M(A) ein Rand. Seinun v € I'und U C M(A) eine
offene Umgebung von (). Dann existiert nach Satz 7.5 iii) ein f € Aund eine > 0

mit [ y(f) |= p(f) und
{v' € M(A®kK;) : 7/ (f) > p(f) — e} c 7 (V).
Fir f = i anz™ ist p(f) = max{pa(a,)r"} (Ubungsaufgabe). Wegen 7(v)(a,) <

n=—oo

pa(an) und y(f) = max | 7(y)(an) | " folgt daraus pa(a,) = 7(7)(an) und p(f) =
7(y)(a,)r™ fur ein geeignetes n. Daher ist

{7 € M(A) 1+ (an) > pa(a,) —er ™} C U,

woraus die Behauptung folgt. O
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