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1 Einleitung

In dieser Vorlesung werden wir neue Zahlbereiche kennenlernen, die den Raum der rationa-
len Zahlen erweitern. Aus der Analysis ist der Erweiterungskorper R der reellen Zahlen Q
bekannt. Die reellen Zahlen sind vollsténdig beziiglich des gewohnlichen Absolutbetrages,
d.h. jede Cauchyfolge hat einen Grenzwert in R. Mehr noch, R ist der kleinste Erweite-
rungskorper von Q, der vollstéandig ist. Daher nennt man R auch Komplettierung von Q
beziiglich des gewohnlichen Absolutbetrages.

Nun tragt Q aber auch andere interessante Betrége.

Sei p eine Primzahl. Fiir jede ganze Zahl m definieren wir v,(m) als den Exponenten
von p in der Primfaktorzerlegung von m, d.h. es gilt

m = pvp(m)n
fiir eine ganze Zahl n, die teilerfremd zu p ist.

Definition 1.1. Der p—adische Absolutbetrag auf Q ist folgendermajflen definiert: Fir
m,n € Z mitn # 0 sei
/0 m =10

m
’g o\ pmem) gy £

Beispiel: Fiir p=3ist |[1|; =1,[2|; =1,|3|; = é

AuBerdem ist |3"|, = 3, das heiBt, die Folge (3"),21 ist eine Nullfolge beziiglich | - |, .

Fiir jede Primzahl p ist

ml, =p~r™ <1

fiir alle ganzen Zahlen m. Die ganzen Zahlen sind also im p—adischen Einheitsball enthalten!

Das verletzt das sogenannte Archimedische Prinzip:

Definition 1.2. Fin Betrag | - | auf einem Korper K heifit archimedisch, falls fiir alle
x,y € K mit x # 0 eine positive natirliche Zahl n existiert mit |nx| > |y|.

Hieristnx:gc+:p+...+:§€K.

TV
n—mal

Der reelle Absolutbetrag auf R ist offenbar archimedisch, der p—adische Absolutbetrag
|- | , auf Q allerdings nicht! Betrachten wir ndmlich z = p und y teilerfremd zu p, so gilt

1
nal, = |npl, = Inl, |pl, = Ipl, = m
aber [y[, = 1.
In dieser Vorlesung wollen wir Zahlbereiche untersuchen, die mit Betrégen ausgestattet

sind, die nicht-archimedisch sind — das sind die nicht-archimedischen Zahlen aus dem Titel
der Vorlesung.



2 Nicht-archimedische Absolutbetrige

Wir beginnen mit ein paar Grundbegriffen {iber Absolutbetréige.

Definition 2.1. Es sei K ein Korper. Ein Absolutbetrag auf K ist eine Funktion
|- |: K >Ryp={z€R:220}

mit folgenden FEigenschaften:

i) |z| =0 genau dann, wenn x =0
i) |xy| = |z| ly| fir alle x,y € K

i11) Dreiecksgleichung: |x + y| < |x| + |y| fir alle x,y € K.
Beispiel:

1. Jeder Korper kann mit dem trivialen Absolutbetrag ausgestattet werden. Dieser ist

definiert als:
|37‘ _J O xz=0
11 x#£0.

2. Q und R tragen den gewohnlichen reellen Absolutbetrag

2] = z, 20
| -z, z<0.

3. Q kann auflerdem fiir jede Primzahl p mit dem p—adischen Absolutbetrag | - |p aus
Definition 1.1 versehen werden.

Lemma 2.2. Sei | - | ein Absolutbetrag auf einem Korper K. Dann gilt

i) 1] = 1.
it) Fir jedes x € K mit |z"| = 1 ist auch |z| = 1.
iii) Fir jedes x € K ist |—z| = |z].

iv) Ist K ein endlicher Kdrper, so ist der triviale Absolutbetrag der einzige Betrag auf K.

Beweis :

i) Esist [1] =[1-1] =|1] - [1] = |1]*. Da [1] # 0 ist, folgt |1] = 1.

ii) Aus |z"| = 1 folgt |z|" = 1, also ist |z| eine positive reelle Zahl mit |x|" = 1. Daraus

folgt |z| = 1.
i) Es ist |—1] = |[(=1)*| = |1, also ist |—=1| = 1 nach ii). Daraus folgt |—z| =
[(=Dz| = [=1] || = |=].

iv) Ubungsaufgabe (Tipp: Betrachte den Frobenius)



Fiir jeden Korper K haben wir eine Abbildung ¢ : Z — K, die folgendermaflen definiert
ist:

1+1+4+...4+1 n>0
—_—
n—mal
n—<{ 0 n=0
—(1+1+...4+1) n < 0.
(—n;:mal

@ ist offenbar ein Gruppenhomomorphismus von 7Z in die additive Gruppe von K. Falls ¢
injektiv ist, so setzen wir char K = 0 und sagen, K hat Charakteristik 0. Falls ¢ nicht
injektiv ist, so ist char K die kleinste positive ganze Zahl mit p(char K) = 0. Man kann
leicht zeigen, dass dann char K eine Primzahl ist, denn K ist nullteilerfrei.

Proposition 2.3. Ein Absolutbetrag | - | auf K ist genau dann nicht-archimedisch, wenn

lp(n)l =1

fiir alle n € Z gilt.

Beweis : ,=*“ Ist | - | nicht-archimedisch, so existieren z,y € K mitx # O0und |z + ... + 2| =
———

n—mal
|nx| < |y| fir alle positiven ganzen Zahlen n. Aus nz = ¢(n) - z folgt daraus

) < |2).

fiir alle n. Angenommen, es existiert ein n mit |p(n)| > 1. Dann wéchst

fiir k — oo tiber alle Grenzen, im Widerspruch zu }cp(nk )} < }%} . Also folgt die Behauptung.
L= Ist Jp(n)] = 1 fir alle n € Z, so gilt fir = 1,y = 1 trivialerweise

nz| = |pn)| = 1=y|,

also ist der Betrag nicht-archimedisch. O

Betrachten wir den p—adischen Absolutbetrag | - |p genauer, so stellen wir fest, dass
hierfiir eine verschérfte Version der Dreiecksungleichung gilt.

Lemma 2.4. Fir aller,s € Q gilt
r+ s, = max{|r],. |s|,}.
Beweis : Wir schreiben 7 = p*7t und s = pbz—; mit a,b € Z und zu p teilerfremden Zahlen

r1,73, S1, S2. Dazu klammern wir aus Zédhler und Nenner den p—Anteil der Primfaktorzerle-
gung aus.



Wir nehmen ohne Einschriankung a < b an. Dann ist
r+s = p*+ pbz—;
— P EW) _
Der Nenner s, ist eine zu p teilerfremde ganze Zahl und v, (sar; +pb*“317“2) > 0, also folgt
|7+ 5], < p~* = max{p~*,p~"} = max{|r|,, |s],}.
U
Definition 2.5. Ein Betrag | - | auf einem Kérper K erfillt die nicht-archimedische Drei-

ecksungleichung (auch starke Dreiecksungleichung oder ultrametrische Dreiecksungleichung
genannt), falls fir alle x,y € K gilt

|z +yl £ maxf{|z|,|y|}.

Satz 2.6. Ein Betrag | - | auf K ist genau dann nicht-archimedisch, wenn er die nicht-
archimedische Dreiecksungleichung erfiillt.

Beweis : Falls | - | die nicht-archimedische Dreiecksungleichung erfiillt, so kann man leicht
mit Induktion zeigen, dass |@(n)| =|1+1+...+1|< 1 fiir alle n € N gilt.
—_—

n—mal
Also ist | - | nach Proposition 2.3 nicht-archimedisch. Ist umgekehrt | - | ein nicht-
archimedischer Betrag, so gilt nach Proposition 2.3
lp(n)l =1

fir alle n € Z. Gegeben seien x,y € K. Wir wollen |z + y| < max{|z|, |y|} zeigen. Dafiir
kénnen wir y # 0 annehmen. Dann geniigt es

2+ 1] < max{|e], 1}

fiir alle x € K zu zeigen, denn daraus folgt

lz+yl = |yl

L4

1}
max{|z|, |y[},

also die gewiinschte nicht-archimedische Dreiecksungleichung.

|y| max{ |7

A IA

Fiir jede positive ganze Zahl m gilt

(x+1)™

E:(Z)ﬂt

m
k=

o

Nach Voraussetzung gilt ’gp ((?))} < 1, also folgt

S (1)t

a1 =

A
NE
-
8
_=

A 1IN
ST
8

Eal



denn fiir || > 1 ist |z]* < |2|™ fiir 0 < k& < m und fiir 2| < 1ist |2|" <1 fir 0 < k < m.

Wir nehmen die m—te Wurzel der nicht-negativen reellen Zahlen auf beiden Seiten und
erhalten

|z + 1] = Vm + 1max{l, |z|}.

Nun gilt ¥/m + 1 — 1 fiir m — oo, also folgt in der Tat |z + 1| £ max{1, |z|}. O

Satz 2.7. Es sei | - | ein nicht-archimedischer Betrag auf K. Fir x,y € K mit |x| # |y|
qgilt
|+ y| = mazx{|z], [y|}.

Beweis : Wir konnen |z| < |y| annehmen. Nach der nicht-archimedischen Dreiecksunglei-
chung gilt
yl = |(z +y) — 2| = maz{|z +yl, []}.

Da |z| < |y| ist, wird das Maximum in |z + y| angenommen, und es gilt |y| < |z + y|.
Daraus folgt
[yl = maz{|z], y[} < |z +y|.

Da nach der nicht-archimedischen Dreiecksungleichung
|z +yl| = max{[z], ly[} = |y|
ist, folgt die Behauptung. O

Wir zeigen jetzt noch, dass jeder nicht-archimedische Betrag von einer Bewertung kommt.

Erinnerung: Ein Integritédtsring ist ein Ring ohne Nullteiler. Dabei heifit ein Element
a # 0 in einem Ring A ein Nullteiler, falls es ein b # 0 in A gibt mit ab = 0. Fiir jeden
Integritdatsring A existiert der Quotientenkorper Quot A = {5 cx,y € Ay # 0} mit den
iblichen Rechenregeln.

Definition 2.8. Sei A ein Integrititsring. Fine Bewertung auf A ist eine Abbildung
v: A\{0} — R,
so dass gilt

B1)  w(zy) =v(z) +v(y)
B2)  w(x+y) 2 min{v(z),v(y)}.

Durch v (5) = v(z) — v(y) kann man jede Bewertung auf A zu einer Bewertung auf
dem Quotientenkorper Quot A fortsetzen.

Beispiel:
v, Z\{0} — R

m — vy(m)

ist eine Bewertung auf Z.

Durch v, () = v,(m) — v,y(n) kann man sie zu einer Bewertung auf Q\{0} fortsetzen.



Lemma 2.9. Es sei K ein Korper und v : K\{0} — R eine Bewertung von K. Sei e die
Eulersche Zahl. Dann st
] = 0 , =20
Tl e® 240

ein nicht-archimedischer Betrag auf K.

Beweis : Wir priifen die Eigenschaften aus Definition 2.1 nach, wobei wir die Dreiecksun-
gleichung durch die nicht-archimedische Dreiecksungleichung ersetzen.

i) Offenbar ist e=*@) £ 0 fiir alle € K\{0}, also ist || = 0 genau dann, wenn x = 0.

ii) Ist x = 0 oder y = 0, so gilt offenbar |zy| = |z| |y|. Sind x und y von Null verschieden,

so folgt
|zy| = e7(®) = ¢~v@)—vW)

nach Eigenschaft B1) aus Definition 2.8. Also folgt

lzy| = e "@e W) = |z |y].

iii) Nach Eigenschaft B2) aus Definition 2.8 gilt fiir z # 0 und y # 0 :

lz4y| = e~ v(@+y) < emax{—v(z),—v(y)} _ max{e—v(w)’ e—v(y)} = max{|z|, |y|}.

Hier haben wir benutzt, dass aus

v(x+y) =2 min{v(x),v(y)} die Abschitzung
—v(z+y) = —min{v(z),v(y)}
= max{—v(x), —v(y)} folgt
und dass die Exponentialfunktion monoton wéchst. O

Jede Bewertung liefert also einen nicht-archimedischen Betrag. Umgekehrt zeigen wir
jetzt, dass jeder nicht-archimedische Betrag von einer Bewertung induziert wird.

Satz 2.10. Es sei | - | ein nicht-archimedischer Betrag auf K. Dann ist die Funktion

v: K\{0} — R
r — —loglz]

eine Bewertung auf K.

Beweis : Die Multiplikativitdt des Betrages liefert die Eigenschaft B1) aus Definition 2.8.
Ferner liefert die nicht-archimedische Dreiecksungleichung zusammen mit der Monotonie
des Logarithmus
log |z +y| = max{log|z|,logy[},
also auch
—loglz +y| = —max{log|z|,logy[}
= min{—log|z|, —log |y}

und daher Eigenschaft B2). O

Offenbar (Ubungsaufgabe) sind die Zuordnungen aus Lemma 2.9 und Satz 2.10 invers
zueinander.



3 Bille und Topologie

Sei K ein Korper mit einem nicht-archimedischen Absolutbetrag. Dann kénnen wir auf K
einen Abstandsbegriff einfiihren.

Definition 3.1. Fir z,y € K definieren wir
d(z,y) = [z —yl.

Wir nennen d(x,y) den Abstand von x und y.

Die Funktion d ist eine Metrik auf K im Sinne der folgenden Definition.

Definition 3.2. Sei X eine Menge und d : X x X — R eine Funktion. d heifit Metrik auf
X, falls fiir alle x,y,z € X gilt:

i) d(z,y) 2 0. Ferner ist d(xz,y) = 0 genau dann, wenn x = y.
i) d(z,y) = d(y, ).
iii) d(z,z) < d(x,y) + d(y, 2).
Die Metrik d aus Definition 3.1 erfiillt sogar die folgende nicht-archimedische Dreiecks-
ungleichung. Fiir alle z,y, z € K gilt
d(, 2) < maz{d(z,y), d(y, )}
Falls d(z,y) # d(y, z) ist, gilt sogar
d(x, z) = max{d(x,y),d(y, z)}.

(Ubungsaufgabe)

Diese starke Form der Dreiecksungleichung hat iiberraschende Konsequenzen. Sind z, y, z
drei Elemente aus K, so gilt

d(x,y) = d(y, 2)
oder d(z,z)=d(z,y)
oder d(z,z)=d(y,z).

Zwei dieser drei Zahlen sind also immer gleich. Man kann d(x,y) als “Lénge der Strecke”
in K zwischen x und y auffassen.

Dann hat das Dreieck mit den Eckpunkten z,y und z die Eigenschaft, dass mindestens zwei
seiner drei Seiten gleich lang sind. Jedes nicht-archimedische Dreieck ist also gleichschenklig!

Definition 3.3. Fir a € K und eine reelle Zahl r > 0 setzen wir
B(a,r) = {re K :d(a,x)<r}
= {reK:|ja—zx|<r}

und
B(a,r) = {re K :d(a,x) =1}
= {reK:|la—zx|=r}



Wir nennen B(a,r) den offenen Ball um a mit Radius r und B(a, ) den abgeschlossenen
Ball um a mit Radius 7.

Definition 3.4. Eine Teilmenge U C K heifit offen, falls fiir jedes a € U ein r > 0 existiert
mit B(a,r) C U.

Die Menge U enthilt also fiir jeden Punkt auch noch einen kleinen offenen Ball um

diesen Punkt.

Beispiel:

i) ¢ und K sind offen.
ii) Fiir jedes a € K und r > 0 ist B(a,r) C K offen.

iii) Beliebige Vereinigungen und endliche Schnitte offener Mengen sind offen. (Ubungsaufgabe)
Definition 3.5. Fine Teilmenge A C K heif$t abgeschlossen, falls K\ A offen ist.
Beispiel:

i) 0 und K sind abgeschlossen.
ii) Fiir jedes a € K und r > 0 ist K\ B(a,r) C K abgeschlossen.

iii) Beliebige Schnitte und endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind abge-
schlossen.

Jetzt wollen wir zeigen, dass Bille sogar offen und abgeschlossen sind.

Lemma 3.6. Seia € K und r € Ryy.

i) Die Kreislinie {x € K : d(a,z) =r} ist offen und abgeschlossen in K.
ii) Der abgeschlossene Ball B(a,r) ist offen und abgeschlossen in K.

iii) Der offene Ball B(a,r) ist offen und abgeschlossen in K.
Beweis :
i) Ist y € K mit d(a,y) = r gegeben, so gilt fiir jedes z € B(y,r) : d(y, z) < r, also nach

der nicht-archimedischen Dreiecksungleichung

d(a, z) = maz{d(a,y),d(y,2)} =r.



Daher ist mit y auch der Ball B(y,r) in der Kreislinie
{r € K :d(a,x)=r}

enthalten. Diese ist also offen.
Das Komplement der Kreislinie in A ist

{re K :d(a,z)<r}U{ze K :d(a,x)>r}.

Da beide Teilmengen offen sind (Ubungsaufgabe), ist auch die Vereinigung offen. Also
ist die Kreislinie abgeschlossen.

ii) Wir zeigen zunichst, dass B(a, ) offen ist. Sei y € B(a,r), also
d(a,y) =:s <.

Nach i) ist die Kreislinie {x € K : d(a,x) = s} offen. Sie enthilt y, daher ist wegen
{z € K :d(a,z) = s} C B(a,r) ein offener Ball um y in B(a,r) enthalten. Somit ist
B(a,r) offen. Das Komplement von B(a,r) ist

K\B(a,r) ={z € K : d(a,x) > r}.
Das ist offen (Ubungsaufgabe, siehe i)). Also ist B(a,r) abgeschlossen.
iii) Wir haben schon gesehen, dass B(a,r) offen ist. Das Komplement von B(a,r) ist
K\B(a,r) ={z € K : d(a,z) = r}.

Mit demselben Argument wie im Beweis von ii) zeigt man, dass diese Menge offen ist
(Ubungsaufgabe). Also ist B(a,r) abgeschlossen.

U

Es gibt also viele interessante Teilmengen von K, die gleichzeitig offen und abgeschlossen
sind. Das ist ein nicht-archimedisches Phénomen, das wir aus dem reellen Anschauungsraum
nicht kennen. Es sorgt dafiir, dass K “total unzusammenhéngend” ist, wie wir jetzt erkléaren
wollen.

Definition 3.7. FEine Teilmenge S C K (oder allgemeiner in einem topologischen Raum)
heifit unzusammenhdngend, wenn es Uy, Uy C K gibt mit

i) Uy, Us sind offen in K

i) UyNUy =10

iii) S=(SNU)U(SNUs)
w) SNUy # 0 und SN Uy # 0.

Ist S unzusammenhéangend, dann zerfallt S in zwei nicht leere, offene und abgeschlossene
Stiicke.
Eine Teilmenge heifit zusammenhéngend, wenn sie nicht unzusammenhéngend ist.



Beispiel:

i) In den reellen Zahlen sind alle Intervalle zusammenhéngend.
ii) In K sind alle Einpunktmengen {z} fiir x € K zusammenhéingend.

iii) In K ist der abgeschlossene Einheitsball

B(a,r) = B(a,r)U{z € K : d(a,z) =r}
unzusammenhéngend.

Definition 3.8. Fiir jedes v € K nennen wir die Vereinigung aller zusammenhdngenden
Mengen, die x enthalten, die Zusammenhangskomponente von x.
(Diese Definition gilt allgemeiner in jedem topologischen Raum.)

Die Zusammenhangskomponente von z ist eine zusammenhingende Menge (Ubungsaufgabe).

Satz 3.9. In dem nicht-archimedischen Kérper K ist die Zusammenhangskomponente von
x € K die Finpunktmenge {x}. Aufer den Finpunktmengen enthilt K also keine zusam-
menhdngenden Teilmengen.

Beweis : Sei S eine zusammenhingende Menge mit x € S. Falls S\{z} # 0 ist, so existiert
ein y € S mit r = d(y,x) > 0. Dann betrachten wir die nach Lemma 3.6 offenen Mengen

Uy = B(z,r) und Uy = K\B(z,).

Ihr Schnitt ist leer und wegen z € U; und y € U, gilt SNU; # 0 und SN U, # 0.
Da
S=(SNU)U(SNUy),

ist S unzusammenhéngend. O

Nicht-archimedische Bélle haben noch andere iiberraschende Eigenschaften.

Lemma 3.10. Seia € K und r > 0.

i) Istb € B(a,r), so gilt
B(a,r) = B(b,r).

Jeder Punkt im offenen Ball B(a,r) ist also ein Mittelpunkt.

ii) Ist b € B(a,r), so gilt

B(a,r) = B(b,r).
Jeder Punkt im abgeschlossenen Ball B(a,r) ist also ein Mittelpunkt.

10



Beweis :

i) Ist b € B(a,r), so gilt d(a,b) < r. Wir zeigen die Gleichheit
B(a,r) = B(b,7)

durch zwei Inklusionen.
,C“: Ist ¢ € B(a,r), so gilt d(a,c) < r. Also ist nach der nicht-archimedischen Drei-
ecksungleichung

d(b,c) < max{d(b,a),d(a,c)} <,

denn sowohl d(b, a) = d(a,b) als auch d(a, ¢) sind kleiner als r. Somit ist ¢ € B(b,r).
LD Ist ¢ € B(b,r), so gilt d(c,b) < r. Also folgt mit der nicht-archimedischen
Dreiecksungleichung

d(a,c) £ max{d(a,b),d(b,c)} <.
Somit ist ¢ € B(a,r).

ii) Analog zu i) (Ubungsaufgabe).
U

Korollar 3.11. Zwei offene, nicht-archimedische Bille B(a,r) und B(b,s) sind entweder
disjunkt oder einer der Bdlle ist im anderen enthalten.
Ein analoges Resultat gilt fiir abgeschlossene Biille.

Beweis : Wir nehmen B(a,r) N B(a, s) # () an und betrachten x € B(a,r) N B(a, s). Nach
Lemma 3.10 folgt
B(a,r) = B(x,r)

und

B(b,s) = B(x, s).

Ist » > s, so gilt also
B(b,s) = B(x,s) C B(x,r) = Bla,r).

Ist umgekehrt r < s, so gilt
B(a,r) = B(x,r) C B(z,s) = B(b, s).

Die entsprechende Aussage fiir abgeschlossene Bille zeigt man analog. O

4 Ganzheitsringe

Definition 4.1. Ein Ring ist eine Menge A zusammen mit zwei Verkniipfungen+: A x A — A
und - : Ax A— A, so dass gilt:

i) (A,+) ist eine abelsche Gruppe.

11



it) Die Multiplikation - ist assoziativ und A enthdlt ein neutrales Element 1 beziiglich der
Multiplikation.

i11) Es gilt das Distributivgesetz
a(b+c) =ab+ ac

fiir alle a,b,c € A.
Beispiel:

i) Z ist ein kommutativer Ring.
ii) Fir n 2 2 ist GL,(R) ein Ring, der nicht kommutativ ist.

iii) Jeder Korper ist ein kommutativer Ring.
Definition 4.2. Sei A ein kommutativer Ring. Fine Teilmenge a C A heifit Ideal, falls gilt:

i) (a,+) ist eine Untergruppe von (A,+).

it) Fir jedes a € A und b € a ist ab € a.

Beispiel: Fiir jede natiirliche Zahl d ist
dZ ={dk : k € Z}

ein Ideal in Z.

Ist A ein kommutativer Ring und a C A ein Ideal, so ist die Menge der Nebenklassen

{a+a:ae A}
ein Ring (Ubungsaufgabe). Hier ist die Addition von Nebenklassen definiert als

(a1 +a) + (a2 + a) = (a1 + az) + a,
entsprechend ist die Multiplikation definiert als
(a1 + a) - (az + a) = (a1a2) + a.

Nebenklassen sind Mengen, und es gilt

a+a=b+a

genau dann, wenn
a—bea

Man muss also bei der obigen Definition der Addition und der Multiplikation nachpriifen,
dass sie wohldefiniert, d.h. unabhéngig von der Wahl von a; und as ist.

Beispiel: Fiir d = 1 ist
z/dZ ={0,1,...,d— 1},

wobei in der Menge {0, 1,...,d—1} gerechnet wird, indem man nach jeder Rechenoperation
den Rest bei Division durch d nimmt.

12



Satz 4.3. Sei K ein Korper mit einem nicht-archimedischen Absolutbetrag. Dann ist der
abgeschlossene Einheitsball

B(0,1)={z € K :d(0,2) <1}

ein kommutativer Ring.
Der offene Finheitsball
B(0,1)={x € K :d(0,x) < 1}

ist ein Ideal in B(0,1).

Wir schreiben O = B(0,1) und nennen Ok den Ganzheitsring oder Bewertungsring in K.
Auflerdem schreiben wir

p=B(01)

und nennen p das Bewertungsideal in K.

Beweis : Sind x und y in B(0, 1), so ist
2] = d(0,z) < 1 und Jy| = d(0,) < 1.
Also ist
d(0, zy) = [zy| = |2[ [y = 1

und
d(0,x +y) = |z +y| = max{|z|, ly[} = 1.

B(0,1) ist also abgeschlossen unter der Addition und der Multiplikation in K. Daraus folgt,
dass B(0,1) ein kommutativer Ring im Sinne von Definition 4.1 ist.
Ist z € B(0,1) und y € B(0,1), so gilt

] = d(0,2) = 1und |y| = d(0,y) <1,
also ist
d(0, zy) = |zy| = |=| [y| < 1.
Somit ist 2y € B(0,1). Daraus folgt, dass B(0,1) ein Ideal in B(0,1) ist. O

Satz 4.4. Sei K ein Korper mit einem nicht-archimedischen Absolutbetrag. Dann ist der
Quotientenring

R= OK/]J
ein Korper. Er heifit Restklassenkdrper von K.

Beweis : Der Quotient 8 = O /p ist ein kommutativer Ring. Wir miissen nur noch zeigen,
dass 1 # 0 ist und dass jedes Element # 0 aus £ ein Inverses besitzt. Da [1| = 1 und [0] =0
ist, folgt 1+p #p=0+p.

Sei a + p ein Element aus K mit a € Og und

a+p#0=0+rp.

Dann ist a ¢ p, das heifit |a| = 1. Mit b bezeichnen wir das Inverse von a in K. Aus ab =1
folgt |al|b] = |ab] = 1, also ist |b| = 1. Somit ist b € Ok. Die Restklasse b+ p € R erfiillt

(a+p)(b+p)=ab+p=1+p,

also ist a + p invertierbar in K. O

13



Beispiel: Wir betrachten K = Q mit dem p-adischen Absolutbetrag | - |,.

Dann ist

Ox = {%E@:p{n},

p = {%EQ:anundpMn}
und

wobei I, der Korper mit p Elementen ist. Der Isomorphismus & ~ F, wird durch die
Einbettung
7 OK

m o= T

induziert, die pZ nach p abbildet und daher eine Abbildung
Z]pZ — R

auf den Restklassenringen induziert.
Diese ist ein Isomorphismus (Ubungsaufgabe).

5 Betriage auf Q: Der Satz von Ostrowski

Wir wollen jetzt bestimmen, welche Betrige es auf dem Kérper QQ der rationalen Zahlen gibt.
Wir kennen schon den reellen Absolutbetrag, den wir mit | - | bezeichnen, den trivialen
Absolutbetrag sowie fiir jede Primzahl p den p-adischen Absolutbetrag | - | .

Definition 5.1. Wir nennen zwei Absolutbetrdge | - |, und | - |, auf einem Korper K
dquivalent, falls jede Teilmenge von K, die offen beziiglich | - |, ist, auch offen beziiglich
| - |, ist und umgekehrt.

Lemma 5.2. FEs seien | - |, und | - |, zwei Absolutbetrige auf dem Korper K. Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent

i) | - |, und | - |, sind dquivalente Betrdge.

i1) Fiir jedes v € K gilt
lz], <1e 2|, < 1.

i11) Es gibt eine positive reelle Zahl o mit
2|, = |zl

fiir alle x € K.

Beweis : i) = ii): Sei € K mit |z|; < 1. Dann ist |z|] fiir n — oo eine Nullfolge.
Jede offene Umgebung von 0 beziiglich der | - |;-Topologie enthélt also fast alle ™ (n € N).
Fiir jedes € > 0 ist die Menge

{ye K:y|, <e}

14



offen in der von | - |, definierten Topologie, also nach Voraussetzung auch in der von | - |,
definierten Topologie. Damit enthélt sie fast alle Folgenglieder ™. Daher ist (z"),>; eine
Nullfolge beziiglich | - |,, also konvergiert

‘1’|; = |xn|2

gegen 0. Somit ist |z|, < 1.
Mit demselben Argument zeigt man, dass |z|, < 1 die Ungleichung |z|, < 1 impliziert.

i1) = 4it): Ist | - || der triviale Absolutbetrag, so muss auch | - |, der triviale Absolut-
betrag sein (Ubungsaufgabe). In diesem Fall ist iii) mit o = 1 erfiillt.
Wir kénnen also annehmen, dass | - |, nicht der triviale Absolutbetrag ist. Wir wéhlen ein
x € K mit z # 0 und |z|; < 1. Dann ist auch |z|, < 1 und wir setzen

. 10g|$|1

log |z,

Es folgt |x]; = |z|,.
Sei nun y € K \ {0}. Falls |y|, = 1 ist, so kann nach Voraussetzung weder |y|, noch |1/y|,
echt kleiner als 1 sein. Also folgt |y|, = 1. Somit gilt fiir das oben definierte « trivialerweise

yls =yl -

Falls |y|, < 1 ist, so ist nach Voraussetzung auch |y, < 1.
Also ist log|y|, # 0 und log |y|, # 0. Wir betrachten die beiden reellen Zahlen

10g|37\1 log |5U|2
log |yl, log |y,

Beide sind das Supremum aller echt kleineren rationalen Zahlen. Gilt nun fir n,m € Z
mit m # 0
n loglx|,

m log\y\l’

so folgt nlog|y|, > mlog |z|,, da log|y|, < O ist.
Also ist log |y"|, > log|y™|,, woraus

S

y"
folgt. Nach Voraussetzung ist dann auch

T <

Y ly

woraus wir |z™], < |y"|,, also auch mlog|z|, < nlog|y|, und damit

n _ loglz|,
m logyl,

schliefen. Also folgt

log|a}, _ {ﬁ:ﬁ<10g|$|1} < logla],
log |y|, m m  logly|, log |yl,
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Dasselbe Argument mit vertauschten Rollen zeigt

log la], _ loglal,
oglyl, — loglyl,’

also folgt
log|z|, _ log|zl;

loglyl, — loglyl,’

Dabher ist
. log|x|1 . log|y|1

B log |$|2 B log |y|2

und somit |y|, = |yly.
Starten wir mit einem y mit |y| > 1, so folgt
(6%

Y

’ 1
2

Y

_’1
y

1

also ebenfalls |y|, = |y|;. Damit ist i77) bewiesen.

ii1) = 4): Gilt |x|, = |zy fiir alle z € K, so schliefen wir
|z —al, <r<elz—al,=|z—alf <r®

Ist U eine offene Teilmenge in K beziiglich | - |;, so enthélt U mit jedem Punkt a noch

einen offenen Ball
B(a,r)={r € K : |z —a|, <71}

Da B(a,r) = {z € K : |x —a|, < r*} ist, enthélt U mit jedem Punkt a auch einen Ball
beziiglich | - |,, ist also offen beziiglich | - |,. Die andere Richtung zeigt man analog. O

Wir kénnen nun den wichtigen Satz von Ostrowski beweisen, der besagt, dass wir bis
auf Aquivalenz schon alle Betrige auf Q kennengelernt haben.

Satz 5.3. Jeder nicht-triviale Absolutbetrag auf Q ist entweder dquivalent zum reellen Ab-

solutbetrag | - |, oder zu einem p-adischen Absolutbetrag | - |, fir eine Primzahl p.
Beweis : Sei | - | ein nicht-trivialer Absolutbetrag auf Q. Wir betrachten zwei Fiélle.
1.Fall: Der Betrag | - | ist archimedisch. Dann existiert ein n € N mit |n| > 1. Wir

withlen ny € N minimal mit der Eigenschaft |ng| > 1 und setzen

_ log |ne|
o =
log ng
Dann ist n§ = |ng|. Offenbar ist & > 0. Nun sei n eine beliebige natiirliche Zahl. Wir
betrachten ihre ng-adische Entwicklung
n = co+cln0+02n§+-~-+ckn’§
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mit £ 2 0 und ¢, ...,c, € {0,...,n9 — 1} sowie ¢, # 0. Es gilt
nk <n < nktt

woraus

o < o8 logn

pS <k+1,
log ng

also

1
= { ogn] (Gaussklammer)
log ng

folgt. Nach der Dreiecksungleichung ist
|co+ cino + -+ - + cxnf|

lcol + lex] Imol -+« + e [
L+ [ng| + -+ ol

m0|

AN

Denn alle ¢; sind kleiner als ny und erfiillen daher wegen der Minimalitéit von ny die Bedin-
gung |¢;| < 1. Aus n§ = |ny| folgt dann

In| = 1—|—n0—|— -+ ngP
’“E 1”0]a
ak
n S —
0 1_naa
ak TLO
ngy ——.
O ng —1

A I

. n&
Wir setzen ¢ = 32
ng -1
In| < eng® < en?,

da nf < n ist. Die Ungleichung |n| < cn® gilt also fiir jede natiirliche Zahl n.
Insbesondere gilt sie fiir alle Zahlen der Form n® fiir n, N € N.

Daher ist

n|N = [nN| < en™e

n|™ = [n"| < ,
woraus

n| = Ven®
folgt.
Aus Ve =3 1 folgt somit
In| < n®.

Nun wollen wir auch die andere Ungleichung n® < |n| zeigen.
Dazu betrachten wir erneut die ng-adische Entwicklung

n = co+cln0+---+ckn§
von n. Aus nit > n folgt
gc+1) _ ‘noﬂ =] nk+1+n—n\
< |nft—nl+n
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nach der Dreiecksungleichung.
Fiir die natiirliche Zahl nf™ — n gilt

ngtt —n| < (ng™h —n)".

Aus n = nk folgt

nEtt —n <nftt —nf,
also auch
1 — ] < (a1 = ),
Somit gilt
[l 2 g™ = gt ]
> n(()kJrl)a B (nék+1) — nk)o
ny V(1= (1= ng))

k+1
n(() e

mit ¢ = (1 — (1 —ng')®). Diese reelle Konstante hingt nur von ng ab.

Aus n(()kH) > n folgt daher fiir alle x € N

In| = n®c.
Mit demselben Trick wie oben wenden wir diese Ungleichung auf n’¥ an und erhalten
In| = n® Ve
Fiir N — oo folgt |n| =2 n®. Insgesamt erhalten wir also
n| =n® = In|g
fiir alle natiirlichen Zahlen n. Daraus folgt
|=n| = |n| =n® = |-n|g

woraus sofort |z| = |z|%, fiir alle z € Q folgt.
Also ist | - | Aquivalent zum reellen Absolutbetrag | - |__.

2.Fall | - | ist nicht-archimedisch. Dann gilt |n| < 1 fiir jedes n € N nach Proposition
2.3. Es gibt eine kleinste natiirliche Zahl ng mit |ng| < 1. Wir zeigen zunéchst, dass ng eine
Primzahl ist. Wenn wir ng = ab als Produkt von natiirlichen Zahlen schreiben, dann muss

wegen
1> [no| = laf [b]

mindestens einer der Faktoren |a|, |b| kleiner als 1 sein. Wegen der Minimalitét von ng folgt

daraus a = ng oder b = ng. Also ist ng =: p eine Primzahl.

Wir zeigen nun, dass | - | quivalent zu | - | ist.

Sei m € Z eine zu p teilerfremde Zahl. Dann ist m = kp+r mit einem Rest r € {1,...,p—1}.

Also folgt aus der Minimalitéit von p, dass

r| =1
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ist. Ferner gilt
|kpl = |kl p = [p| <1,

so dass nach der nicht-archimedischen Dreiecksungleichung

im| = max{[kp|, |r[}
=1

folgt. Jede zu p teilerfremde ganze Zahl hat also den Betrag 1.
Jede durch p teilbare ganze Zahl m ist von der Form

m = kpt

mit g > 0 und einem zu p teilerfremden k € Z. Also gilt

im| =[] |p"|
pl"
. logp™' e
Setzen wir av = , so gilt [p|” =p~" = |p|,. Es folgt
log p|
a (e _ —
im|” = |p|"* =p™" = |p*|, = [kp"], = Iml, .

Fiir die zu p teilerfremden m € Z gilt ohnehin
m|™ =1=1|ml,,

also folgt fiir alle z € Q
jz|* = |z,

6 Komplettierung nach einem Absolutbetrag

In der Analysis konstruiert man den Korper der reellen Zahlen als Komplettierung der
rationalen Zahlen nach dem reellen Absolutbetrag. Dabei nimmt man alle Grenzwerte von
Cauchyfolgen hinzu. Wir wollen dieses Prinzip jetzt allgemein erkldren. Sei K ein Koérper
und | - | ein Absolutbetrag auf K.

Definition 6.1. i) Fine Folge (ayn),>1 mit a, € K heifft Cauchyfolge, falls es fir jedes
e > 0 eine natiirliche Zahl N gibt mat

|Tm — xp| < €
fiir alle m,n = N.

ii) Eine Folge (a,)n>1 aus K konvergiert gegen einen Grenzwert a € K, falls es fir jedes
e > 0 eine natirliche Zahl ny gibt mit |a,, — a| < € fir alle n 2 ny.

i11) Der Kérper K heifit vollstindig beziiglich des Betrags | - |, falls jede Cauchyfolge
(an)nz1 aus K gegen einen Grenzwert a € K konvergiert.
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Beispiel: Der Korper R der reellen Zahlen ist vollstéindig beziiglich des reellen Absolutbe-
trags | - |-

Fiir einen nicht-archimedischen Betrag lassen sich Cauchyfolgen einfacher charakterisieren.

Lemma 6.2. Falls der Betrag | - | auf K nicht-archimedisch ist, so ist eine Folge (a,)n>1
von Elementen in K genau dann eine Cauchyfolge, wenn

‘an+1 - an| — 0
n—oo

konvergiert.

Beweis : Falls (a,),>1 eine Cauchyfolge ist, so konvergiert |a,i1 — a,| definitionsgeméif
gegen 0. Umgekehrt betrachten wir Indizes m = n. Nach der nicht-archimedischen Drei-
ecksungleichung gilt

[(am = am-1) + -+ + (an41 — an)|

max {anirs1 — anyrl} -
r=0,...,m—n—1

|G — |

Al

Fiir jedes € > 0 finden wir nach Voraussetzung ein N mit
lani1 —an| < e

fiir alle n = N. Daraus folgt also
|, — an| < e
fiir alle m,n = N. O

Wir benutzen die folgende iibliche Schreibweise fiir a, b, ¢ € Z:
a=b modc
genau dann, wenn c ein Teiler von a — b ist.

Lemma 6.3. Seienn = 1 und eine Primzahl p # 2 gegeben. Ferner seien a,b € Z mit pta
und b> = a mod p"*. Dann existiert ein x € 7 mit

T

I‘Q

b mod p" und
a mod p"t!

Beweis : Nach Voraussetzung ist > = a mod p", also ist p™ ein Teiler von (b*> — a). Daher
existiert ein ¢ € Z mit
a=b*+cp.
Wir suchen ein x von der Form
xr=>b+dp"
fiir ein d € Z mit
2> =a mod p"T.
Es ist
(b + dpn)2 — b2 + depn +p2n
= (a—cp") + 2bdp" + p*"
= a+p"(2bd — c) + p™"
Wiihlen wir d so, dass 2bd — ¢ ein Vielfaches von p ist (Ubungsaufgabe: Wieso geht das?),
so folgt
(b+dp")> =a mod p"T,
und x = b+ dp” leistet das Verlangte. O
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Sei p # 2 eine Primzahl. Wir zeigen nun mit Hilfe dieses Lemmas, dass der Korper Q nicht
vollsténdig beziiglich des p-adischen Absolutbetrags | - |, ist.

Sei a € Z eine ganze Zahl mit p 1 a, die keine Quadratzahl ist, aber ein quadratischer Rest
modulo p. Das heifit, es existiert ein b € Z mit

¥ =a mod p.

(Ubungsaufgabe: Wieso existiert solch ein a?)

Wir konstruieren nun induktiv eine Folge (b, )no mit b2 = a mod p"™! wie folgt:

i) by = b, das heifit, b3 = a mod p.

ii) Ist b,y mit b>_; = a mod p" gefunden, so wihlen wir mit Hilfe von Lemma 6.3 ein
b, € Z mit
b, =b,—1 mod p"

und
b2 =a mod p"tt

Die entstehende Folge (b,,),>¢ erfiillt

pn | (bn - bn—l)a

also
|b, — b1 S p™" — 0.

n—oo

Nach Lemma 6.2 ist (b,),>0 also eine Cauchyfolge. Angenommen, es gibe ein b € Q mit
b, — b. Aus

n—oo
b2 =a mod p"t!
folgt dann
|, —a| <p7* — 0,

n—o0

also konvergiert (b2),>0 gegen a, woraus b* = a folgt. Aber das steht im Widerspruch zu
der Tatsache, dass a keine Quadratzahl ist.

Ubrigens ist Q auch nicht fiir den 2-adischen Absolutbetrag | - |, vollsténdig, doch fiir die-
sen muss ein anderer Beweis gefiihrt werden.

Jetzt konstruieren wir die Komplettierung eines Korpers K, der mit einem Absolutbetrag
| - | versehen ist, wie folgt.

Definition 6.4. Es sei € = €(K, | - |) die Menge aller Cauchyfolgen (x,,),>1 in K beziglich
des Betrages | - |.

Wir kénnen Cauchyfolgen gliedweise addieren und multiplizieren. Aulerdem koénnen wir K
in € einbetten, indem wir jedem a € K die konstante Cauchyfolge (a,a,a, . ..) zuordnen.
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Lemma 6.5. € ist ein kommutativer Ring mit Einselement 1 € K und Nullelement 0 € K.

Beweis : In den Ubungen. U

Definition 6.6. i) Wir nennen eine Cauchyfolge (z,)n,>1 aus K eine Nullfolge, falls
|z,| fiir n — oo gegen Null konvergiert.

i1) Mit N C € bezeichnen wir die Menge aller Nullfolgen:
N = {(a;n)n21 €C: |z, —s o}.
- n—o0

Lemma 6.7. N ist ein Ideal in € (siehe Definition 4.2).

Beweis : In den Ubungen. U

Wie in Kapitel 4 beschrieben, existiert der Quotientenring /.

Satz 6.8. Der Quotzentenmng C/N ist ein Korper, der K enthdlt. Wir bezeichnen ihn mit
K und nennen K die Komplettierung von K beziiglich | - |. Der Betrag | - | ldsst sich auf
eindeutige Weise auf den Erweiterungskérper K von K fortsetzen.

Beweis : K = ¢/ ist nach Konstruktion ein kommutativer Ring. Die Einbettung K «— €
vermittelt eine Einbettung K — ¢/ = l?, denn die konstante Folge (a,a,a,...) ist genau
dann eine Nullfolge, wenn a = 0 gilt. Wir betrachten fiir jede Cauchyfolge (z,,),>1 in K die
Folge der Betrige (|z,|)n>1 in R. Fir alle m,n € N gilt

[|Zm] = |Tnl| S |20 — 20, (Ubungsaufgabe)

daher ist auch (|x,|),>; eine Cauchyfolge und hat somit in R einen Grenzwert r.
Wir setzen

’(xn)@l’ =
Ist (2,,)n>1 eine Nullfolge, so gilt mit dieser Definition }(:pn)@l’ = 0, also erhalten wir so
einen Betrag | - | auf K , der den gegebenen Betrag auf K fortsetzt (Ubungsaufgabe).
Wir zeigen jetzt, dass K=¢ /M ein Korper ist. Dazu sei (x,),>1 eine Cauchyfolge, die keine
Nullfolge ist. Thre Restklasse in €/91 ist also nicht Null. Da (|x,|)n>1 keine Nullfolge ist,
gibt es eine Konstante ¢ > 0 und ein ng € N mit |x,| > ¢ fir alle n 2 ny (Ubungsaufgabe).

Wir definieren
] 0 n < ng
=11 /T, m = ng

Dann ist fiir m,n = ng

1 1 Ty — Ton
gm—wnl = |—-—| =
Ty T TnTom
1
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Da (2, ),>1 eine Cauchyfolge ist, muss also auch (y,),>1 eine Cauchyfolge sein (Ubungsaufgabe).
Somit ist (y,)n>1 € €. Die Produktfolge (z,)n>1" (Yn)n>1 = (Znyn)n>1 besteht aus einer end-
lichen Anfangssequenz von Nullen, gefolgt von Einsen. Also ist

(l)nil - ("L‘n)nzl(yn)nzl = (]-7 RS 17 07 07 .- )
eine Nullfolge und somit in 91 enthalten. In K= ¢/ gilt also
1= (l)nil + N = ((xn)ngl + m) ((yn)nzl + m) s

daher ist die Restklasse von (z,,),>; in €/ invertierbar.

U

Wir wollen jetzt noch zeigen, dass K vollsténdig ist, d.h. dass in K jede Cauchyfolge
konvergiert.

Lemma 6.9. Jeder offene Ball B(a,r) in K enthilt mindestens ein Element aus K. In
anderen Worten: K ist dicht in K.

Beweis : Es sei @ € K und r > 0. Dann ist a = (n)n>1 eine Cauchyfolge aus K. Wir
miissen zeigen, dass es ein b € K gibt, so dass fiir die konstante Folge (b, b, b, ...) gilt:
(@ )nz1 = (D)nza| <7

Der Betrag ist hier der in Satz 6.8 definierte Betrag auf K. Da (2n)nz>1 eine Cauchyfolge
ist, existiert ein N = 1, so dass fiir alle n,m = N gilt:

|Tn — 2| < r
n = Im| < 5
Wir setzen b = xn und betrachten
|(Zn)nz1 — (D)nz1| = (20 — 2n)nz1]
Fiirn =2 N gilt .
|z, —zNn] < 7

Nach Definition ist ‘(azn —a:N),@l‘ der Limes fiir n — oo der Betrige |z, — zy|. Aus
|z, — xy| < § fiir n 2 N folgt

lim |z, —zy| < e
n—o00 2

Somit liegt die konstante Folge (b),>; in B(a,r). O

Satz 6.10. Der Korper K ist vollstindig, das heifst, jede Cauchyfolge in K hat einen
Grenzwert in K.

Beweis : Wir miissen hier nicht nur Cauchyfolgen aus K betrachten, sondern auch Cauchy-
folgen aus K, also “Folgen von Folgen”.
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Sei (ag)g>1 eine Cauchyfolge aus K. Nach Konstruktion ist ar = ap + N fir eine Cauchy-
folge aj, = (a,g"))nzl aus K. Nach Definition des Betrages auf K ist die Folge (ag)k>1 eine

Cauchyfolge in K. Nach Lemma 6.9 gibt es fiir jedes k € N ein Element z; € K, sodass

(zk)nz1 € Blag, 1)

gilt. Hier bezeichnet (xj),>1 die konstante Folge zu z.
Wir zeigen nun, dass (z),>; eine Cauchyfolge aus K ist. Nach Voraussetzung ist (aj)>1

eine Cauchyfolge aus K. Also existiert fiir jedes ¢ > 0 ein N mit |a; — a| < % fiir alle

k,1 > N. Daraus folgt in K

|e, — ag| + |ar — @] + |a; —

<
< S4S4Z o< o

r T3t =

|78 — 21

fir k,1 =2 max{3, N}. Also ist a = (x))r>; eine Cauchyfolge aus K und somit ein Element
in €. Mit @ = (xx)k>1 + 91 bezeichnen wir seine Restklasse in K = /9.

Wir behaupten nun, dass die gegebene Cauchyfolge a; € K gegen a konvergiert. Dazu
untersuchen wir

@ — a| .
Definitionsgemés ist dies der Grenzwert von | z,, — a,(ﬁn) | fiir n — oco. Nun ist =y, € B(ay, %),
was

- ORI
o — ax| = lim |z — a7 | <

impliziert.
€
Sei ¢ > 0. Da (zy), eine Cauchyfolge ist, existiert ein N mit |z, — x| < 5 fir alle m,l = N.

Ohne Einschrankung kénnen wir
1

— <
N

Wl M

annehmen (sonst vergroBern wir N).
Zu gegebenem k = N existiert nun ein ng = ng(k) mit

1

<
<5 <

| =
Wl ™

|2y —al” | <

fiir alle n 2 ng. Das impliziert

(n)

|xn_ak | e

| o0 =@ [+ [2p — |

A

Also ist fiir festes k = N

Somit folgt in der Tat

das heifit, a, — a in K. O

n—o0
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Jetzt wollen wir die spezielle Situation eines nicht-archimedischen Betrages untersuchen.

Proposition 6.11. Es sei K ein Korper mit einem nicht-archimedischen Betrag | - |. Falls
(an)nz1 eine Cauchyfolge in K ist, die keine Nullfolge ist, dann wird die Folge (|an|)n>1
stationdr. Mit anderen Worten: Es gibt ein ng mit |a,| = |an,| fir alle n = ny.

Beweis : Die Folge (|a,|),>1 ist eine Cauchyfolge in R (vgl. den Beweis von Satz 6.8), hat
also einen Grenzwert r € R. Da (a,,),>1 keine Nullfolge ist, gilt > 0. Also gibt es ein ng,
so dass fiir alle n = ng

,
2
ist. Nach Vergroflern von ng konnen wir nach der Cauchyfolgen-FEigenschaft annehmen, dass

lan| 2

,
lan, — am| < 5
fiir n, m = ng gilt. Somit gilt fiir alle n = ny
r r
|an| z 57 |ano| z 5

und |a, — an,| < g Nach der nicht-archimedischen Dreiecksungleichung Satz 2.10 folgt
hieraus
|an| = |an| -

t

Korollar 6.12. Ist K ein Kdrper mit einem nicht-archimedischen Betrag und (ay,),>1 eine
konvergente Folge in K, deren Grenzwert a # 0 ist, so wird die Folge der Betrige (|a,|)n>1
stationdr.

Beweis : Das folgt aus Proposition 6.11, denn jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge
(Ubungsaufgabe). O

Fiir einen nicht-archimedischen Korper K ist die Definition des Betrages auf der Komplet-
tierung K somit etwas einfacher.

7 Der Korper Q,

Im letzten Kapitel haben wir gesehen, wie man einen Korper beziiglich eines Absolutbetra-
ges komplettieren kann.

Definition 7.1. Sei p eine Primzahl. Die Komplettierung von Q nach dem p-adischen
Absolutbetrag | - |, heifst Korper der p-adischen Zahlen. Wir bezeichnen ihn mit Q,.

25



Nach Satz 6.8 gilt:

e Q, ist der Quotientenring €/91, wobei € die Menge aller Cauchyfolgen in Q beziiglich
| - |, ist und DN die Menge aller Nullfolgen.

e (Q, ist ein Erweiterungskorper von Q.

e Der Betrag | - |, auf Q lésst sich zu einem Betrag auf Q, fortsetzen. Diesen bezeichnen
wir ebenfalls mit | - |,. Nach Konstruktion ist der Betrag eines Elements (a,,),>1 + 0N
in @, = €/N, wobei (ay),>1 eine Cauchyfolge ist, gerade lim |ay|,.

- n—oo

Ist (@n)nz1 keine Nullfolge, d.h. gilt lim |a,|, # 0, so wird nach Proposition 6.11 die Folge
- n—oo

(Jan|,)n=1 stationér. Daher ist |(an)n21 —|—‘ﬁ’p = |an, |, mit |a,|, = |a,,l, fir n = no. Wir

p
sehen also, dass der p-adische Betrag | - |, auf Q, dieselben Werte annimmt wie | - |, auf

Q. Das wollen wir noch einmal festhalten.

n

Lemma 7.2. Fir jedes v € Q, gibt es einn € Z mit ||, =p™".

Beweis : Siehe oben. O

Definition 7.3. Fiir jedes x € Q, definieren wir

— log |z|
Up<x> = logp L

wobei log den natiirlichen Logarithmus bezeichnet. Dann ist v, : Q,\{0} — Z eine Bewer-
tung auf Q, (sieche Definition 2.8).

Beweis : Nach Satz 2.10 ist  — —log |z[, eine Bewertung auf Q,, also auch z 7112253"’

(Ubungsaufgabe). O

Wir haben hier den Quotienten nach logp gew&hlt, um eine Fortsetzung der bekannten
Funktion v, auf Z\{0} zu erhalten, die als Exponent von p in der Primfaktorzerlegung
definiert war.

Definition 7.4. Den Bewertungsring zu v, bezeichnen wir mit Z,. Es gilt also

Z, = {x€Qy,:vy(x) 20}
= {xEQp:\:L’|p§1}.

Z,, enthélt den Ring Z der ganzen Zahlen.
Lemma 7.5. Das Bewertungsideal in Z, ist das Hauptideal
pZy, = {pa:a€Z,}
Es gilt also:
{reQ: |z, <1} ={pa:a€Z}
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Beweis : Nach Satz 4.3 ist das Bewertungsideal in Z, der offene Einheitsball. Wir miissen
also nur

{reQ: 2], <1} ={pa:a€Zy}

zeigen. Dazu zeigen wir zwei Inklusionen.
Ist x = pa fir a € Z,, so gilt

==
AN
=

ol, = lpl, lal, = 7 lal, <
Gilt umgekehrt [z|, <1, so existiert nach Lemma 7.2 ein n € Z mit
p"=lzl,.
Aus |z|, <1 folgt n = 1. Daher gilt in Q,:
1 —(n—
=[5 tel, =plel, = <1
P

i
p p

denn (n — 1) 2 0. Somit ist b = ¢ € Z, und z = pb. O

Korollar 7.6. Esist Z, NQ=1{$ € Q:a,b € Z,p{b} in Q,.

Beweis : Ist © € Z, N Q, so kénnen wir x = ¢ als gekiirzten Bruch darstellen. Nach

Lemma 7.5 folgt aus px € pZ,, dass |px|, < 1. Daher ist

) pa
b

— (e ) <
p

Falls nun p ein Teiler von b wire, so kénnte p nicht a teilen, also folgte
—vp(pa) + v,(b) = =1 —v,(a) + v,(b) = =1 + v,(b) = 0,

was p~UrPa)+tu(®) < 1 widerspricht. Daher teilt p nicht b.
Gilt umgekehrt z = £ € Q mit p {0, so ist

also liegt = € Z,. O

Proposition 7.7. i) Fir jedes x € Zy, und jedes n 2 1 existiert ein a € Z mit
|z —al = p".
Es gibt ein solches Element a im Intervall [0, p™ — 1].
ii) Die Inklusion Z — Z, hat dichtes Bild.

iii) Fir jedes v € Z, existiert genau eine Cauchyfolge (a,)n>1 mit folgenden Eigenschaf-
ten:

e a,cZmit0=<aqa,<p"—1
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® a4, — I

n—oo

o Fiir jedes n 2> 1 ist a, = a,_; mod p" ! in Z.
Beweis :

i) Nach Lemma 6.9 ist Q dicht in Q,, das heiit zu x € Z, C Q, und n = 1 existiert ein
q € Q mit
lz—ql,=p™"
Wir miissen noch zeigen, dass wir ¢ € Z wéhlen kénnen. Aus |z[, = 1und |z —¢|, = 1
folgt zunéchst mit der nicht-archimedischen Dreiecksungleichung

lq| = max {|z],,|¢ — =]} = 1.

Also ist ¢ € QN Z,, woraus mit Lemma 7.5 folgt:

QZE

fiir ¢,d € Z mit p1d. Aus p td folgt, dass es eine ganze Zahl d gibt mit
dd' =1 mod p".

(Das folgt aus der Tatsache, dass p™ und d teilerfremd sind.)
Aus p td folgt ptd'. Also gilt

c(1—dd)

| = lel, [t —dd], < p

p

—cd :)E_ d
lg —cd], g

Somit gibt es auch eine ganze Zahl, ndmlich a = c¢d’ mit
|l‘ - a|p é ma‘X{|x - q|p ? |q - a’|p} é p_n'

Jede ganze Zahl o’ mit
lz—d|,=p™"

erfullt
o — al, < max{Jz — a'l,,Jo —al,} £ p,

also ist p™ ein Teiler von a' — a.
Umgekehrt ist erfiillt jedes
ad=a—p'd

mit d € Z beliebig die Abschiatzung
|z — d'l, = max{|z —al,, [p"d| ,} = p™",
also existiert im Intervall [0, p" — 1] genau eine ganze Zahl o’ mit
v —d|<p™".
ii) Wir miissen zeigen, dass jeder offene Ball in Z,, also jedes
B(x,e) ={y €Zy:|x —yl|, <e}

um x € Z, mit Radius ¢ > 0 ein Element aus Z enthilt. Das folgt aus i) (Ubungsaufgabe).
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iii) Fiir jedes n = 1 gibt es nach ) ein a, € Z mit a, € [0,p" — 1], so dass

—n

|7 —an|, = p

Da |z — an|p — 0, konvergiert die Folge (a,),>1 gegen z. Insbesondere ist (a,),>1
n—o0 - -

eine Cauchyfolge. Es ist

max {|a, — :L‘|p T — an_1|p}

max {p~", p~ "D}
pf(nfl) .

|an - an—1|p

IIIVANIVAY

Also ist p"~! ein Teiler von a,, — a,_1, woraus
_ n—1
Gp = ap—1 mod p

folgt.

t

Wir betrachten nun den Restklassenring Z,/p"Z,. Seine Elemente sind die Restklassen
a+p"Z, fir a € Z,, wobei gilt: a + p"Z, = b+ p"Z, genau dann, wenn a — b € p"Z,. Wir
wollen folgende bereits verwendete Tatsachte noch einmal ausdriicklich festhalten.

Lemma 7.8. Fira,b € Z, ist a — b € p"Z, genau dann, wenn |a —b| < p~".

Beweis : Aus der Definition von Z, = {z € Q, : |z|, = 1} folgt

P'Ly={z € Qy: |z, =p "}

Ist ndmlich = p"a fiir ein a € Z,, so folgt

|z, = [p"al,
ip"l, lal,
p~"|al,
p".

Al

Umgekehrt folgt fiir jedes x € Q, mit |z[, = p™, dass [p~"z[, = |p7™"|, |z], = p" |z[, = 1
ist, woraus p~ 'z € Z,, also x € p"Z, folgt. Daraus ergibt sich die Behauptung des Lemmas.

n

Also sind zwei Restklassen a + p"Z, und b + p"Z, genau dann gleich, wenn |a — b|p <p™"
gilt. Die Einbettung Z — Z, liefert eine Einbettung p"Z — p"Z,. So erhalten wir eine
Abbildung

ay : L)p"L — Ly /"Ly,

der Restklassenringe. Diese ist definiert durch
an(a+p"Z) = a+ p"7Z,.

Definition 7.9. FEs sei o : Ry — Ry eine Abbildung zwischen zwei Ringen Ry, Ry. Dann
heifit o Ringhomomorphismus, falls fir alle v,y € Ry gilt:
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i) a(z+y) = a(x) +aly)
it) a(zy) = a(x)a(y)
iii) a(1) = 1.

Die Abbildung o heif$t Isomorphismus von Ringen, falls sie ein bijektiver Ringhomomorphis-
mus ist. In diesem Fall ist die Umkehrabbildung o= ebenfalls ein Ringhomomorphismus.

Proposition 7.10. Die Abbildung
o, LZ/p"L — ZL,/p" L,

st ein Isomorphismus von Ringen.

Beweis : Offenbar ist a;,, ein Ringhomomorphmismus (Ubungsaufgabe). Wir zeigen jetzt
die Injektivitat. Falls ay,(a + p"Z) = a,(b + p"Z) fur Restklassen a + p"Z,b + p"Z gilt,
so ist |a — b, = p7", also teilt p" die Differenz (a — b). Diese liegt daher in p"Z, so dass
a+p"Z = b+ p"Z folgt. Um die Surjektivitét zu priifen, betrachten wir ein x € Z,. Nach
Proposition 7.7i) existiert ein a € Z mit

|l‘ - a|p é p_n7

also ist  + p"Z, = a + p"Z, = a,(a + p"Z). Somit ist «,, auch surjektiv. O

Fiir jedes n = 1 betrachten wir jetzt die Projektionsabbildung

on: Ly —> Lp/p"Zy
xr = x+pl,.

Wir haben soeben gesehen, dass
on () = a+p"Zy

fiir jedes a € Z mit |z — a|, = p™" gilt. Es gibt genau solch ein a € Z im Intervall [0, p" — 1]
nach Proposition 7.77). Nun setzen wir alle ¢, zu einer Abbildung

o L, — H Zp/p"Zp

n=1

r o= (x +anp)n§1

in das Produkt aller Z,/p"Z, zusammen.
Nach Proposition 7.10 ist Z,/p"Z, < Z/p"Z. Durch Verkniipfung mit dem Produkt aller

;! erhalten wir eine Abbildung

vz, = [[2/pZ.

n=1
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Satz 7.11. Die Abbildung v ist ein injektiver Ringhomomorphismus. Das Bild von 1 ist der
Unterring aller Elemente (an)n=1 in [[,>, Z/p"Z, sodass fir allen = 1 unter der Abbildung

Quir: Z/p"'Z —  Z/p"Z
a+p"tZ — a4+ p"Z.

Qi1 auf oy, abgebildet wird. Also ist Z, isomorph zum Unterring all dieser Elemente in
anl Z|p™L. (Fir Topologen: Dieser Isomorphismus wird ein Homdéomorphismus, wenn Z,
seine Betragstopologie bekommt, und wenn Hngl Z/p"Z mit der Produkttopologie zu den

diskreten Topologien auf den Z/p"Z versehen wird.)
Es sei (x) = (by)n>1. Wahlen wir fir jedes b, € Z/p"Z den eindeutigen Vertreter a,, € Z
mit 0 < a,, < p" — 1, so ist die Folge (an)n>1 die Cauchyfolge aus Proposition 7.7iii).

Beweis : Da alle ¢, Ringhomomorphismen sind, ist auch ¥ ein Ringhomomorphismus
(Ubungsaufgabe). Wir zeigen nun die Injektivitit. Ist 1 (x) = (y), so ist +p"Z, = y+p"Z,
fiir alle n = 1. Daraus folgt

lz—yl, =p™"
fir alle n 2 1, das heifit, x = y. Ist (an)n>1 € [[,,5; Z/p"Z ein Element im Bild von ¢, so
gilt o, (an) =  + p"Z,. Das Diagramm -

dn+1

Z/pn-HZ Z/an

Qn+1 \L lan

Zp/p"+1Zp o Zp/p"Zp,

in dem die horizontalen Abbildungen ¢"*! durch a + p"*'Z ~ a + p"Z beziechungsweise
a+ p"7Z, — a+ p"Z, gegeben sind, ist kommutativ. Also folgt

Gy O Qn+1(a’n+1> = (Gn4+10° &n+1(an+1>
= Qo+ pn+1Zp)
= x+ p"Zy.

Aufgrund der Injektivitéit von «, folgt

gn+1 (an+1> = Ap.

Die letzte Aussage des Satzes folgt aus Proposition 7.74ii). U

Dieser Satz zeigt also, dass wir fiir jedes Element x € Z,, eine Cauchyfolge aus Z konstruieren
konnen, die gegen x konvergiert, indem wir die Quotientenabbildungen Z, — Z,/p"Z,
betrachten.
Wir wollen jetzt noch eine verwandte Darstellung von Elementen aus Z, herleiten. Es sei
x € Z, und (a,),>1 die Cauchyfolge aus ganzen Zahlen aus Proposition 7.74it).
Es gilt also
r+pL, = a,+p"Z,
py1 = @, modp
0 < a, < pt—1.
Wir betrachten nun fiir alle a,, ihre p-adische Entwicklung.
Da 0 £ a; £ p—1ist, ist a; = a; die p-adische Entwicklung von a;. Wir setzen by = a;.
Weiter ist as = a; mod p, also gilt

'

as = by + pby
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fiir ein b; € Z. Aus 0 < ay < p? — 1 folgt
—p+1= —by Spby Sag—by < p° — 1,
daher ist 0 < b; < p — 1. Also ist
a9 :bo +pb1,

somit folgt die p-adische Entwicklung von as.
So fahren wir fort. Falls a,, = by + pby + - - - + p" b,y mit by, by, ..., b,y € {0,...,p—1}
gilt, so gibt es ein b, € {0,...,p — 1} mit

Ani1 =bo +pbr + -+ p" by + p"by.

Die p-adische Entwicklung von a,, bildet also den Anfang der p-adischen Entwicklung von
a,, fiir alle m = n.

Lemma 7.12. In der obigen Situation ist

i Py, =,
k=0

das heifit die Folge der Partialsummen

ipkbk <Y/
k=0

konvergiert fir n — oo gegen x € 7Z,.

n—1
Beweis : Die Partialsumme Y pFby ist gleich a,, und es gilt
k=0
T — ay € D"Zy.
Also ist [z — a,[, = p™ — 0. O

n—oo

Korollar 7.13. Jedes x € Z, ldsst sich auf genau eine Weise als unendliche Reihe von der

Form .
T = Zpkbk
k=0

mit b, € {0,...,p — 1} darstellen.

Beweis : Die Existenz dieser Darstellung folgt aus Lemma 7.12. Ist z = > p*b), eine zweite
k=0
solche Darstellung, so ist

T + ply, = by + pZy, = by + pZy.
Nach Proposition 7.10 folgt daraus

also by, = by, da 0 < by, b < p — 1 gilt.
Wir zeigen die Gleichheit der Koeffizienten nun per Induktion nach k. Gilt fiir allei < n—1

bi — b;,
SO ist
x+p" 2y = (bo+pbi+ o+ p,) + ",
= (bh +pby+ -+ ") +p"Z,
woraus p"b,, — p"t, € p"Z, folgt. Aus 0 < b,,, 0, < p™ — 1 folgt b, = V],. O
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Lemma 7.14. Fiir jedes v € Q, ist }p_vp(x):c}p = 1. Insbesondere gilt

p @y e L.

Insbesondere konnen wir x durch Multiplikation mit einer p-Potenz in den Bewertungsring
Z,, transportieren.

—log|z|,
logp

Beweis : Definitionsgemaf ist v,(z) = , also ist [z], = p~ @) Daraus folgt

’p_vp(l’)x’p — ’p_vp(l’)}p |x|p — pvp(x)p—vp(a:) =1.
Daher ist in der Tat p~»@z € L. O

Korollar 7.15. Jedes x € Q, ldsst sich als
Z Pkbk
k>ko

mit einem ko € Z und by, € {0,...,p — 1} darstellen. Wir kénnen ko = v,(x) wdhlen. Die
bi sind eindeutig bestimmt.

Beweis : Nach Lemma 7.14 ist
p_UP($)x e Zp’

also gilt
b = Y,
k=0
mit eindeutig bestimmten b, € {0,...,p — 1}. Also folgt
T = Zpk-i-vp(ac)b;€ _ Z pkbk
k=0 k=vp(z)

mit b, =

n—uvp(x)"

Die Eindeutigpkeit der b, folgt aus der Eindeutigkeitsaussage in Korollar 7.13.

Ist R ein beliebiger Ring, so ist die Teilmenge
R*={r € R: esgibt ein y € R mit zy = 1}

die Einheitengruppe von R.
(Ubungsaufgabe: R* ist eine Gruppe beziiglich der Multiplikation.)

Proposition 7.16. Die Fineitengruppe von Z, ist

7 ={reQ,:|z|, =1}
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Beweis : Wir zeigen zwei Inklusionen.
,C“ Ist x € Z7, so existiert ein y € Z, mit ry = 1. Daraus folgt

|'r‘p ‘y‘p = "ry‘p = |1|p = 1
Zusammen mit |z|, = 1 und |y[ = 1 folgt |z], = 1.

, D Ist z € Q) mit [x], =1, so ist x # 0, daher existiert y = % in Q,. Aus zy = 1 folgt

yl, = — =1
y = — = .
P x|,

Daher ist [z|, = 1 und [y|, = 1, also sind = und y in Z,. Es folgt x € Z. O

Aus Z C Z, folgt Z* C Z). Die Einheitengruppe von Z ist
7* ={1,-1}.

(Ubungsaufgabe).
Die Einheitengruppe von Z; hat hingegen unendlich viele Elemente, denn es gilt

ZyNQ={; €Q:pfad},

(Ubungsaufgabe).

8 Hensels Lemma

Sei p eine Primzahl. Dann ist der Restklassenring
F,=2Z/pZ
ein Korper. Der Korper ), hat p Elemente. Ist
fX)=a, X"+ a, 1 X"+ X +a

mit ay, ..., a, € Z ein Polynom iiber den ganzen Zahlen, so konnen wir den a; ihre Restklasse
a; in Z/pZ zuordnen und erhalten ein Polynom

J(X) = X" + @ X" 4@ X +a

iiber dem Korper IF,. Ist p nicht zu grof}, so kann man durch Ausprobieren aller p Elemente
in F, leicht testen, ob f eine Nullstelle in F, besitzt. Nun kann es passieren, dass f eine
Nullstelle in [F,, besitzt, aber f keine Nullstelle in Z, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel: Das Polynom f(X) = X2 4 1 hat keine Nullstelle in Z (oder Q), aber f(X) =
X2 + 1 hat die Nullstelle 1 € T,.

Eine fundamentale Eigenschaft der p-adischen Zahlen ist das Lemma von Hensel, das besagt,
dass ein Polynom f(X') mit Koeffizienten in Z, unter gewissen Voraussetzungen genau dann
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eine Nullstelle in Z, hat, wenn f(X) eine Nullstelle in F, hat. Hier bezeichnen wir wie oben
fir f(X)=a, X"+ a, 1 X" '+ 4+ a;X + ap mit a; € Z, mit f(X) das Polynom

F(X) =, X"+ X"+ -+ @ X+ a,

wobei @; das Bild von a; unter der Restklassenabbildung

7.10
Zy, — L,/pZ, =~ Z/pL=TF,

ist. Ferner bezeichnen wir mit f/(X) die formale Ableitung des Polynoms f(X)
f(X)=na, X" +(n—1Dap X" 2+ +a.

Satz 8.1 (Hensels Lemma). Es sei f(X) = a, X"+ a, 1 X" '+ -+a; X +ag ein Polynom
in Z,|X], das heifst, ag, . ..a, € Z,. Falls es ein ¢ € F,, gibt mit

so existiert ein v € Ly, mit

Beweis : Wir konstruieren das gesuchte r als Grenzwert einer Cauchyfolge von ganzen
Zahlen. Dazu konstruieren wir mit Induktion nach & eine Folge von ganzen Zahlen rq, ..., 7y,
so dass folgende Bedingungen gelten

i) f(r;) € p'Z, fiir alle ¢ < k

ii) 7, =71 mod p* fir alle: < k — 1.

Fiir den Induktionsanfang wihlen wir ein 7, € Z mit 7, = ¢ € F,. Aus f(c) = 0 folgt
f(r1) = f(71) = f(c) = 0, also ist f(r1) € pZ,. Somit leistet die Folge r; das Verlangte, da
die Bedingung ii) fiir &k = 1 leer ist.

Fiir den Induktionsschluss nehmen wir an, wir haben eine Folge r1, ..., 7 konstuiert, die
den Bedingungen i) und ii) geniigt. Dann setzen wir an

k
Th+1 =Tk +P°S

mit einem noch zu wihlenden s € Z,. Jedes solche 7y erfiillt Bedingung ii) fiir i = k.
Wir suchen ein s € Z,, so dass 141 = 1 + p¥s auch Bedingung i) erfiillt. Dazu berechnen

wir
freg) = flre +pbs)
= ap(rp +p"8)" + a1 (rp + pFs)" 4+ - 4 ar (1 + pFs) + ag
= (a4 ap P o arg + ag)
+ (ann(p®s)ry F a1 (n — 1) (pFs)ry 2 + -+ arpFsry)
+ Terme, die Vielfache von p?* sind.
Also folgt

f(Trs1) — (f("’k) +pk5f/(7’k)) € Pz,
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Nun ist nach Induktionsvoraussetzung

f(rk) € kapa

also existiert ein ¢ € Z, mit
f(ry) = ptt.
Ferner gilt nach Induktionsvoraussetzung

re =71 mod p

(Ubungsaufgabe), also folgt
f're) = f'(r1) € piy.
Nach Voraussetzung ist

fi(r) = F/(m) = f(e) #0,
also folgt f’(rx) # 0 in F,,. Daher existiert in F, die Zahl

(7))

Wir wahlen ein s € Z mit »
s=—t(Flw)

Dann folgt

5 f(ry) = —t in Z,/pZ, ~TF,
und somit
sf'(ry) +t € pZ,.

Daraus folgt wie gewiinscht

foen)Zy + "2y = (f(r) + 9 sf'(ri)) + P2,
= pr(t+sf'(re) + P,
= O +pk+1Zp.

Fiir jedes solche s € Z erfiillt die Folge
Ty oo oy Thy Tl = Tk +pk3

daher die Bedingungen i) und ii).
Nach Satz 7.11 gibt es nun genau ein Element r € Z, mit

U(r) = (rk + p"Lp)rz1,
mit anderen Worten mit
r+ kap =1+ kap
fiir alle ¥ = 1. Insbesondere ist
T =1+ ply, =11+ pL, = c.
Ferner gilt fiir alle & > 1 (Ubungsaufgabe)
f(r) + P2y = f(re) + D"y,
Aus f(ry) =0 mod p*Z, folgt also
f(r)ep*z,  firalle k=1

und somit f(r) = 0 nach Lemma 7.8.

36



Beispiel: Wir betrachten wieder das Polynom f(X) = X? 4 1. In F5 gilt f(2) = 0 und
f'(2) = 4 # 0. Daher gibt es nach Hensels Lemma ein r € Zs mit r*> = —1.

Wir wollen jetzt mit Hensels Lemma bestimmen, welche Einheitswurzeln in Q, liegen.

Definition 8.2. Fin Element ¢ eines beliebigen Ringes R heifst m-te Finheitswurzel in R,
falls

=1

gilt.

¢ heifst primitive m-te Einheitswurzel, falls fir alle k mit 0 < k <m
¢t #1

qgilt.

In den reellen Zahlen gibt es genau zwei Einheitswurzeln, ndmlich 1 und —1. Dies gilt erst

recht fiir Q und Z.

Definition 8.3. Eine Gruppe G heifit zyklisch, falls es ein Element g € G gibt mit
G={g¢":nelZ}.

Das Element g heifit dann Erzeuger von G.

Proposition 8.4. Sei K ein Kiorper. Dann ist jede endliche Untergruppe der Einheiten-
gruppe K* zyklisch.

Beweis : (Wir setzen in diesem Beweis Grundlagen iiber Ordnungen von Gruppen und
Elementen voraus.)

Sei H C K* eine endliche Untergruppe. Dann hat jedes h € H endliche Ordnung. Wir
wéhlen ein hy € H mit maximaler Ordnung, das heif}t, fiir alle h € H gilt

ord(h) = ord(hg) =: m.
Mit H,, C H bezeichnen wir die Teilmenge
H,,={h € H :ord(h) | m}.

Dann ist H,, eine Untergruppe von H (Ubungsaufgabe).
Jedes h € H ist Nullstelle des Polynoms

X —1.

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra gibt es in K hochstens m Elemente, die Nullstelle
dieses Polynoms sind. Also hat H,, hochstens m Elemente. Da H,, die von hq erzeugte
zyklische Untergruppe

(ho) = {hg : k € Z}

enthélt, die wegen ord(hg) = m genau m Elemente hat, folgt
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Also geniigt es zu zeigen, dass
gilt. Sei b € H\ H,,. Dann gilt

Also gibt es eine Primzahl p mit

vp(ord(b)) > v,(m).
Wir schreiben
m = maoa

ord(b) = n'fa

mit o = p»™ p{ m und g = pd®) Dann ist ggT(n/,a) = 1, ggT(m/,3) = 1 und
Bm’ > m.
Nun betrachten wir das Element

bUhg € H.

Wir wollen seine Ordnung bestimmen. Aus (5" h§)" = 1 folgt 6" "hg" = 1, also auch
1= ("muem)™ = b”l’"’”lh(()m,a)r =
da m = m'a = ord(hy) ist. Also folgt
n'B = ord(b) | n'rm/,

und somit wegen ggT(v,m') =1

B
Analog schlielen wir aus

1 — (bn/rhgzr)ﬁ _ b(n/ﬁ)rhgrﬁ _ hg”ﬁ,

dass m = m’« ein Teiler von arf ist. Daraus folgt wie oben

m' | r.
Insgesamt folgt Sm' | r, denn S und r sind teilerfremd. Also ist

ord(b" hg) = pm/ > m

im Widerspruch zur Definition von hg. Also kann kein b € H\ H,, existieren und wir erhalten

h=H,,.

O

Insbesondere ist fiir jede Primzahl p die multiplikative Gruppe F; zyklisch. Sie enthélt p—1
Elemente.

Satz 8.5. Sei p eine Primzahl. Fiir jeden Teiler m von p —1 existiert in Q, eine primitive
m-te Einheitswurzel.
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Beweis : Wir betrachten das Polynom f(X) = X" — 1. Da m ein Teiler von p — 1 ist, gilt
1 <m £ p—1, also gilt insbesondere p  m. Wir setzen d = ’%1. Sei ¢ ein Erzeuger der
zyklischen Gruppe . Dann gilt (P~ =1, also auch (¢%)™ = 1. Somit ist

J¢h =o.

Aus f/(X) = mX™ ! folgt f/(¢%) = m(¢)™ . Da p{m ist dieser Wert # 0. Daher kénnen
wir mit Hensels Lemma Satz 8.1 schlieflen, dass es ein r € Z, gibt mit

=1 und 7T=_%

Also ist r eine m-te Einheitswurzel.
Angenommen 7* = 1 fiir ein & < m. Dann folgt 1 = 7% = (%, also ist (p — 1) ein Teiler von
dk = ’%lk. Daraus folgt k£ = m. Somit ist r eine primitive m-te Einheitswurzel. O

Mit Hilfe von Hensels Lemma konnen wir auch die Quadratzahlen in Z, bestimmen.

Proposition 8.6. Sei p # 2. Fine Zahl r € Z, ist genau dann ein Quadrat einer Zahl in

Zy, wenn T ein Quadrat in I, ist, das heifit, wenn es ein c € ¥y, gibt mit

A =T.

Beweis : Falls r = s in Z) ist, so folgt 7 = 57, also ist 7 ein Quadrat in F,. Wir nehmen
umgekehrt an, es gilt ¢> = 7. Dann gilt fiir das Polynom f(X) = X2 —r:

Gleichzeitig ist f/(c) = 2¢ # 0, denn p 12 und ¢ # 0, da r & pZ, ist. Somit kénnen wir mit
Hensels Lemma Satz 8.1 auf die Existenz eines s € Z, mit s?> = r schlieflen. Aus r € /s
folgt |r| =1, also ist auch |s| = 1 und daher s € Z. O

Korollar 8.7. Seip # 2. Eine Zahl x € Q, ist genau dann ein Quadrat in Q,, wenn gilt

i) vy(x) € 2Z

i) Das Element y = x/p*® ¢ Z, hat die Eigenschaft, dass y ein Quadrat in I, ist.

Beweis : Wir schreiben nach Lemma 7.14 2 = p*®)y mit einem y € Zy. Ist x = 2? fiir ein
x1 € Qp, so existiert ein y; € Z; mit z; = p»@y,;, also r = 2 = p?ur@)y?  Zusammen
mit Proposition 8.6 folgt die Giiltigkeit der Bedingungen ) und iz).

Erfiillt « umgekehrt die Bedingungen ¢) und i), so ist v,(x) = 2k fiir ein k € Z. Also ist
pr@ = (pF)2. Somit ist  genau dann ein Quadrat in Q,, falls x/p*® ein Quadrat in Q,
ist. Nun liegt z/p*® in Z) . Bedingung i) garantiert nach Proposition 8.6, dass xz/ pvr(®)
ein Quadrat in Z, also erst recht in Q, ist. Daher ist auch = ein Quadrat in Q,. O

39



9 Analysis in Q,

Nach Definition 6.1ii) konvergiert eine Folge (a,),>; in Q, genau dann gegen a € Q,, wenn

@y, —al, — 0.

n—oo
In Lemma 6.2 haben wir gezeigt, das eine Folge (a,),>1 in Q, genau dann eine Cauchyfolge
ist, wenn

|an+1 — an|p r;)o 0

konvergiert. Da Q, vollstédndig ist, hat jede Cauchyfolge einen Grenzwert in Q,,.
In Lemma 7.12 haben wir bereits unendliche Reihen in @, kennengelernt. Wir schreiben

E a, = a,
n=0
falls die Folge der Partialsummen

m
by = E an,
n=0

fiir m — oo gegen a konvergiert. Die Konvergenz unendlicher Reihen ist in Q, viel leichter
zu testen als in R, wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 9.1. Sei (ay,),>0 eine Folge in Q,. Dann konvergiert die unendliche Reihe ) a,
n=0
genau dann in Q,, wenn (a,),>o eine Nullfolge ist. In diesem Fall gilt

oo
> an
n=0

< max |a
n=0 | n|1 .
p

Beweis : Falls > a, = a konvergiert, so konvergiert definitionsgemif} die Folge b,, = > a,

n=0 n=0
fir m — oo gegen a. Die Folge der (by,)m>o ist also eine Cauchyfolge, daher folgt mit
Lemma 6.2

|am+1|p = b1 — bm|p n;; 0.

Also ist (ay,),>0 eine Nullfolge. Ferner ist nach der nicht-archimedischen Dreiecksungleichung

m

< <
Zan = Og%)in ‘an‘p = rglgg(‘an‘p7
n=0 P

denn da [a|, e 0 geht, existiert das Maximum fiiber alle |a,|,. Daraus folgt

oo
> an
n=0

<
i I}'Llilé( |an|]: .
p

Wir nehmen nun an, dass (a,),>o eine Nullfolge ist. Dann gilt fiir die Folge b,, = > an,
n=0

dass
[bmsr = b, = lamial, — 0.

Nach Lemma 6.2 ist daher (b,,),>o eine Cauchyfolge. Da Q, vollsténdig ist, konvergiert

(bm)mzo0 in Q,. Also konvergiert definitionsgeméafl ) a, in Q,. O
n=0
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Wir definieren nun Stetigkeit und Differenzierbarkeit analog zur reellen Situation.

Definition 9.2. Sei U C Q, eine offene Teilmenge. Eine Funktion f : U — Q, heifit stetig
in a € U, falls es fiir jedes € > 0 ein 6 > 0 gibt, so dass fiir jedes x € U gilt:

|z — a|p <0 = |f(x)— f(a)\p < €.
Die Funktion f heifit stetig auf U, falls sie in allen a € U stetig ist.

Beispiel:

i) Die Funktion « — 2™ ist stetig auf Q, fiir jedes n € N.

ii) Summen und Produkte stetiger Funktionen sind stetig.

Definition 9.3. Sei U C Q, eine offene Teilmenge. Fine Funktion f : U — Q, heifit
differenzierbar in a € U, falls der Grenzwert

iy g Jlat+h)— f(a)
fla) = Jim h

in Q, existiert. Die Funktion f heifit differenzierbar auf U, falls sie in allen a € U diffe-
renzierbar ist.

Beispiel: Die Funktion z + z™ ist differenzierbar auf Q, fiir jedes n € N (Ubungsaufgabe).

Eigenschaften von Stetigkeit und Differenzierbarkeit in der nicht-archimedischen Situation
unterscheiden sich allerdings oft von der reellen Situation.

Beispiel: Wir betrachten die folgende Funktion f : B(0,1) — Q,:
0 firze B0,1)={z:|z] <1
- 0.1)= {a:[s], < 1)

1 fiir [z, =1.

Dann ist f stetig auf B(0, 1), denn fiir alle x mit |z, =1 und y mit [z —y|, <1 ist auch
|y , = 1 nach der nicht-archimedischen Dreiecksungleichung. Also gilt fiir jedes € > 0 und
jedes y € Q, mit |z —y|, <1, dass

[f(z) = fly)l,=0<e

ist. Ferner ist f sogar differenzierbar und f’(x) = 0 fiir alle z € B(0, 1). Das ist klar fiir alle
z € B(0,1). Ist |z], =1, so ist fiir h mit [h|, <1

2+ hl, = 1,
also folgt
fle+h)—flz)=0
und daher
Py = TR

Solche Funktionen erschweren die Entwicklung eines p-adischen Differentialkalkiils.
Wir wollen jetzt p-adische Potenzreihen studieren.
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Definition 9.4. Fir eine Folge (a,)n>0 in Q, sei f(X) = > a, X" die zugehdrige (formale)

n=0
Potenzreihe. Wir sagen, f konvergiert in x € Q,, falls die unendliche Reihe

o
E anpx”

n=0

in Q, konvergiert.

oo
Nach Lemma 9.1 konvergiert » a, X" genau dann in = € Q,, wenn
n=0

|lanz™|, — 0.

n—oo

Satz 9.5. Sei f(X) = > a, X" eine Potenzreihe mit a,, € Q, fir allen = 0. Wir definieren
n=0

1

limsup ¢ |an|p7

wobei wir p = 0 setzen, wenn die Folge '/ |an|p unbeschrankt ist, und p = oo setzen, wenn

limsup {/|an|, =0 ist. Dann gilt:

i) Ist p =0, so konvergiert f nur in x = 0.
ii) Ist p =00, so konvergiert f fir jedes x € Q,.

ii) Ist 0 < p < oo und (|ayl, p")nz0 eine Nullfolge, so konvergiert f auf B(0,p) =
{z: |z|, = p} und fir kein weiteres .

w) Ist 0 < p < oo und (lan|, p")nzo keine Nullfolge, so konvergiert f auf B(0,1) =
{z: |z, < p} und fir kein weiteres x.

Beweis :

i) Ist p =0, dann ist die Folge {/|a,|, unbeschrénkt, also ist fiir kein  # 0 die Folge

n n
laul, 12" = ({/laal, |2])

eine Nullfolge.

ii) Ist p = o0, so0ist {/|ay|, eine Nullfolge, also ist fiir jedes x € Q, die Folge

n
(/laal, l21,) " = lal, lo;

eine Nullfolge, woraus die Konvergenz von f in z folgt.
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iii) Sei nun 0 < p < oco. Wir betrachten zunéchst alle x € B(0, p). Die Folge

\ |a’n|p p

ist eine Nullfolge. Wegen [z|, < p ist also auch

\ ‘an‘p‘:dp

eine Nullfolge, und daher ist

n n
olaly = ({1, l21,)

ebenfalls eine Nullfolge. Somit konvergiert f in allen = € B(0, p).

Ist z & B(0, p), gilt also 2|, > p, so ist die Folge <%> unbeschrinkt. Es gibt eine

p

|an|

Teilfolge von ;/|a,| > die gegen 1 /p konvergiert. Fiir diese Folgenglieder ist dann auch
|an|, ||, unbeschrénkt. Also ist |a,|, [z} keine Nullfolge.

Nun nehmen wir an, dass (|an| » ,0") . eine Nullfolge ist. Dann ist fiir jedes x mit
n=0

2|, = p auch (|an|p|x\2) |, cine Nullfolge, daher konvergiert f in diesem Fall
nz0

tatsiichlich auf ganz B(0, p). Damit ist i11) gezeigt.
iv) Fiir iv) nehmen wir nun noch an, dass |a,|, p" keine Nullfolge ist. Dann konvergiert

[e.e]
tatséichlich ) a,z™ fiir kein z mit |z], = p.
n=0

g

Auch im Konvergenzverhalten von Potenzreihen ist die p-adische Situation also einfacher als
die reelle, wo auf dem Rand des Konvergenzkreises komplizierte Dinge passieren konnen.
Man beachte hierbei, dass p-adisch der Kreis mit Radius p nicht mit dem topologischen
Rand des Balls B(0, p) tibereinstimmt, denn dieser ist ja abgeschlossen!

Beispiel: Wir betrachten die Potenzreihe

FX) = (-

_ X2, ox3_ xt
= X-F5+5 -7+
Hier ist a, = (_12:1“, also
p
Inl,,

Wir schreiben n = p»™m(n) fiir eine natiirliche Zahl m(n) mit p { n. Also ist
logn = wv,(n)logp +logm(n) = v,(n)logp.

Also gilt
vp(n) < logn 1 0
n = n logp nooo
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Also folgt

so dass

—_

limsup {/|an|,
ist. Daher konvergiert f nach Satz 9.5 fiir alle z € D(0,1). Da

1

n

‘an‘ppn =
p

keine Nullfolge ist (Ubungsaufgabe), konvergiert f fiir kein 2 auBerhalb B(0, 1). Die Reihe

fx -1 = 3yt

n=1

n

konvergiert also genau fiir alle x € Q, mit |z — 1] » < 1, also fiir alle z € B(1,1).

Definition 9.6. Wir nennen die Funktionen
B(1,1) — Q,
T . E (_1)n+1(9€—1)"

n=1

n

den p-adischen Logarithmus und bezeichnen sie mit log,. Da B(0,1) = pZ, ist (siehe Lemma
7.5), ist B(1,1) = 1+ pZ,.

Beispiel: Wir betrachten die Potenzreihe

' X2 X3
f(X):ZH:1+X+7+?+...

n=0

und wollen ihren Konvergenzradius bestimmen. Dazu miissen wir die Folge

— 1 vp(nl)
g |an|p — :p n

betrachten.

Lemma 9.7. Es ist .
n n
vy(n!) = —| < —,
=30 |5 < 7

wobei | - ] die Gauss-Klammer bezeichnet.

Beweis : Die Summe ) [ﬁ] ist eine endliche Summe, denn fiir p > n ist [1%] =0.

i=0
Wir zeigen die Gleichheit
“[n

o= 3 {3

=1
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per Induktion nach n.
Fiir n = 1 sind beide Seiten gleich Null. Angenommen, die behauptete Gleichheit gilt fiir ein

n 2 1. Ist dann (n + 1) kein Vielfaches von p, so ist v, ((n + 1)!) = v,(n!) und L%] = ["p—fl}

fiir alle 4 > 1, also stimmt die Behauptung auch fiir n + 1. Ist (n + 1) = p*m fiir ein zu p
teilerfremdes n, so folgt
vp((n+ 1)!) = v,(n!) + k.

Andererseits ist "p—tl} = |5 +1 fiir alle 4 mit 1 <4 < k und [";1} = [ﬁ] fiir alle ¢ > k.

Also folgt auch in diesem Fall die Behauptung fiir n + 1.
Um die Abschitzung in der Behauptung zu zeigen, verwenden wir

1
| 3
A

n
P’ P’

und die geometrische Reihe. Daraus ergibt sich

>[a] < 22

i=1

Mit Lemma 9.7 konnen wir den Konvergenzradius von

=30

n=0

n!

berechnen. Aus

vp(n!)
n |an|p:p pn épril
folgt
p=p .
Also konvergiert die Reihe fiir alle  mit
], < p 7.

Sei z € Q, ein Element mit |z], = p_P_il. Dann gilt fiir jede p-Potenz n = p™

up(nl) = v,(p™)
p"—1

p—17

nach Lemma 9.7. Also ist

pm

1 p|$|§m = pr"pTe

p™!

1
=D p—1,

Also ist |an|, 2], keine Nullfolge. Nach Satz 9.5 ist somit f(X) genau in B(O,p*z%l) kon-
vergent.
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Definition 9.8. Die Funktion
D(O,p_ﬁ) — Qp
X = > L
n=0

heifit p-adische Ezponentialfunktion. Wir bezeichnen sie auch mit exp, ().

Anders als iiber den reellen Zahlen konvergiert die Exponentialreihe nur in einem kleinen
Kreis!

Die p-adischen Logarithmus- und Exponentialfunktionen erfiillen die bekannten Funktio-
nalgleichungen auf ihren Definitionsbereichen:

log,(ab) = log,(a)+ log,(b)
exp,(a+b) = exp,(a)exp,(b).
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