Vorkurs Mathematik
Ubungen zu Differentialgleichungen

Als bekannt setzen wir die folgenden Umformungen voraus:

@) — f(z) el @ +e — of (@) . oo elf@) +e = f(x).e¢ = f(x)-C
[ f(g(z)) ¢ (x)dx=F(g(x))+c (einfache Substitution)
[ f(x) - g(x)dz = F(x)g(z) — [ F(z)¢'(x)dx (Partielle Intergation)

In den Aufgaben ist y stets die gesuchte Funktion (mit x als Variablen), d.h. gesucht wird
stets die Funktion y(x), die die gegebene Gleichung erfiillt.

1 Trennung der Variablen

Aufgabe 1.1 Losen Sie die folgenden Differential-Gleichungen mittels “Trennung der Va-
riablen” :

a) y=-fmity#£0 b) y =23 ¢ y@>+1)-2ay=0

Aufgabe 1.2 Substituieren Sie in der folgenenden Differentialgleichung z = = +y. Losen Sie
die entstehende Gleichung dann mittels “Trennung der Variablen”.

1
y+1=

2 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koef-
fizienten

Aufgabe 2.1 (Homogen): Losen Sie die folgenden Differentialgleichungen:
a) Yy -y=0 b) y'-y=0 ) y'-y=0
d) ¥ -2y+y=0 e y'—6y+9%=0 f) y"—-y' =0

Aufgabe 2.2 (Inhomogene Differentialgleichungen): Losen Sie die folgenden Differentialglei-
chungen:

a) y'-y=2 b) y'-y=2a> o y'-y=e
Verwenden Sie dazu die homogenen Losungen aus Aufgabe a) bis c¢). Bestimmen Sie dann
die partikuldre Losung bei a) & b) mit einem Polynom-Ansatz, bei ¢) mittels eines Ansatzes

mit e~ %.

x

Aufgabe 2.3 (Anfangswertproblem): Losen Sie das folgende Anfangswertproblem
a) Yy —y=2 mit y(0) =1
b) y’ —y=2? mit y(0) = 2
c) y"—y=e* mity(0)=3

Verwenden Sie dazu die Losungen aus Aufgabe a) bis ¢).

3 Allgemeine lineare Differentialgleichungen

Aufgabe 3.1 (lineare Differentialgleichungen mit nicht konstanten Koeffizienten): Losen Sie
die folgenden Differentialgleichungen:

a) ¥ —QRz+1ly=22+1 b) y +5y=+x fiir den Bereich z > 0.

Verwenden Sie fiir die homogene Losung den Ansatz “Trennung der Variablen” und fiir die
partikulédre Losung den Ansatz “Variation der Konstanten”.
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4 Losungen

Losung fiir Aufgabe

yie) = —55 y(@)-y'(z) = —z
& Jy@) y(z)dz = - [zda
o y(;) — _%24_0 PEN y(m):i\/m

Zur Losung: Die Funktion v/—2z2 (fiir ¢ = 0) macht als reelle Funktion nicht
viel Sinn, man kann sie nur am Punkt x = 0 auswerten, ansonsten ergibt sich
eine komplexe Zahl. Genauer gesagt gilt: v —x2 = |x| - ¢, wobei der Betrag
daraus resultiert, dass fiir negative Zahlen wie beispielsweise —3 das folgende
gilt: /(—3)2 =9 =3.

Gilt jedoch ¢ > 0, so ist die Funktion v/2c — 22 auf dem Intervall [—v/2c, v/2¢|
definiert und der Graph der Funktion beschreibt einen Kreisbogen mit Radius

er

b)
y =% & Y-y = 2z
& [V .y (x)dr = [2zdx
= V@) = 224¢ & |ly=In(22+c)
1 2z
/(2 /
1) - 22y = Sy =
c) y@+h)=2ey=0 < Zoy =5
- / L (@) d /2 L 4
—— y(z)dz = [ 2z x
y(a) @+ 1)
= In(y) = In(z? +1) +c

=3 ’y:(x2—&-1)~ec

Fiir die letzte Umformung in ¢) benutzt man:
In(z? +1) +c=In(z? + 1) + In(e) = In((z? + 1) - €°).

Losung fiir Aufgabe

Iny +1= ﬁ soll z = x +y substituiert werden. Man beachte: Da das gesuchte y eigentlich
eine Funktion in z ist (also y(x)), ist z ebenso eine Funktion in z, ndmlich z(z) = y(z) + .
Entprechend erhilt man die Gleichungen y(z) = z(x) — z und y'(x) = 2/'(z) + 1, die y und 2
sowie ¢ und 2’ in ein Verhiltnis setzen.

In kurz ergibt sich also das Folgende: | Nebenrechnung:

z=x+y
y=z—z |y =2 -1
Es folgt:
1 1 1
y+l=—— & /- 1ltl=—-" & == & 2.7/ =1
xr+y r+z—x Z

Die letzte Differentialgleichung in z 16sen wir nun per Trennung der Variablen:

2
z-2=1 & /zdz:/ldx =N %:x+c & oz =4+v2z+ 2c

Um nun wieder eine Losung fiir y zu erhalten, benutzen wir unser Wissen y = z — x aus der
Nebenrechnung beim Resubstituieren. Man erhélt: ’ y==Ev2zr+2c—=x ‘

Losung fiir Aufgabe



zu Losen zugehorige Gleichung Losung

a) Y —y=0 ANM=XN=0 & A-1=0 & A=1 yla)=ce
b) ¥ —y=0 N-XN=0 & X-1=0
< Ae{-1,1} y(x) = cre”™ + coe”
C) y’”—y:O /\3_)\020 o )\3_1:0
& Ae{l, g +if, 5 - y(@) = c1e” + ey cos(FL ) + ez sin( L x)

d) ¢y =2 +y=0 XN-22X14+XN=0 & A-12=0
S AN=1, =1 y(r) = c1e'® + ¢y vel®
—_———
doppelte Nullstelle!

e) Yy —6y+9% =0 N—-6\+9\=0 & (A-3)2=0

S M =3, =3 y(x) = c1€3% + cp xe3®
—_—————
doppelte Nullstelle!
£) Yy —y =0 MoAl=0 & AN -1)2=0
< Ae{0,-1,1} y(x) = c1€” + coe™ + cze”

=c1 +coe T+ cze”
Loésung fiir Aufgabe

Aufg. @ a) Zu losen ist: y' — y = 2. Der Grad des Polynoms “2” auf der rechten Seite ist
0, entsprechend nutzen wir einen Polynomansatz vom Grad 0:

Ansatz: y,(z) = 2
yplz) = 0

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert:

|
uh(@) —yp(a) =0—ap =2 & ag=2.

Losung: Entsprechend ist y,(z) = 2 die partikuldre Losung der Differnetialgleichung. Die
Homogene Losung lautet yp, = ¢1 €* (s. Aufgabe und damit lautet die allgemeine Losung
der DGL: y(z) =241 €”

Aufg. b) Zu lésen ist: y” — y = 2. Der Grad des Polynoms “x?” auf der rechten Seite
ist 2, entsprechend nutzen wir einen Polynomansatz vom Grad 2:

Ansatz: y,(z) = a2® 4wz +ao
yp(r) = 2027  +ay
Yp(r) = 2az

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert:

Yo (x) = yp(x) = 2a — (a2a” + a1z + ag) = —aza® — a1x — ap + 2az L 42 (1)

Gleichungen: Der Gleichung entnehmen wir die drei giiltigen Gleichungen fiir 22, 2 und
0

2"
—as = 1 ( Gleichung fiir z?)
—ay = 0 ( Gleichung fiir ') & ag=-1,a1 =0, a3 =ap/2=-1/2.
—ap+2a; = 0 ( Gleichung fiir 2°)

Losung Entsprechend ist

1 1
p(@) = (=1) -2+ (0) -+ =5 1= —a® = 5
die partikulidre Losung der Differnetialgleichung. Die Homogene Losung lautet y, = ¢ e* +

co e (s. Aufgabe und damit lautet die allgemeine Lésung der DGL:

2

1
y(x) = —x ~3 +ce’ +ege”™®

Aufg. c) Zu 1ssen ist: y"”' —y = e~ *. Die Rechte Seite lautet 1-e~*, wir verwenden hier
als Ansatz also ein Polynom, das mit e~* multipliziert wird. Der Grad des Polynoms “1”,



—T

mit dem e~* multipliziert wurde ist 0, entsprechend nutzen wir einen Polynomansatz vom

Grad 0:
Ansatz: y,(z) = ape”

/ _ —x

Yp(r) = —aox e

yy(x) = aox e ®

yy'(r) = —aox e ®
Einsetzen in die Differentialgleichung liefert:

_ P
/() ~ () = —a0e ™" —ape™" Lo 2

Gleichungen: Der Gleichung entnehmen wir 2ag = 1.

Loésung Entsprechend ist
1
yp(x) = —5¢

T

cocos(Sta) + s sin(ﬁx) (s. Aufgabe [2.1)) und damit lautet die allgemeine Losung der DGL:

die partikuldre Losung der Diﬁernetiaichung. Die Homogene Losung lautet y, = c1e® +
: 2.1

1 -1 3
y(z) = —ge—x + c1e” + o 005(7:5) +c3 Sin(Tx),

Losung fiir Aufgabe

Aufg a) Zu l6sen ist: y' — y = 2 mit y(0) = 1. Die allgemeine Losung der DGL lautet
(s. Aufgabe : Yallg(x) = 2 + c1 ” mit Einsetzen des Anfangspunktes z = 0 erhélt man:

Yaig(0) =2+ c1 e’ =2+ ¢ 11 s ci=1-2=-1

Die Losung des Anfangswertes lautet also: | y(z) =2 — e* |

Aufg b) Zu 16sen ist: ¥ — y = 22 mit y(0) = 2. Die allgemeine Losung der DGL lautet
(s. Aufgabe [2.2)):

2 x

1
Yalig(T) = —° — 3 +cre’ +cge”

mit Einsetzen des Anfangspunktes z = 0 erhélt man:

1 ! 5
yallg(o):0—§+01+02 =2 & 0225—01

Die Losung des Anfangswertes lautet also: [y(z) = —2% — 3 + c1e"+ (2 —¢1) e |

Alternative Losung: Lost man die Gleichung ya14(0) = 2 nach ¢; auf, so erhélt man ¢; =
g — ¢o. Die hierzugehérige Losung y(z) = —2% — % + (% — ) €% 4 co 77 ist auch richtig und
identisch zur ersten Losung, denn die Mengen an moglichen koeffizienten sind gleich:

) 5
{(01,5701 L GR}:{(ich,CQ) C2 GR}
Fiir ¢; = 1 erhilt man beispielsweise (1, 2) in der ersten Menge. Und fiir co = 2 erélt man
das gleichen Koeffizientenpaar: (252, 3) = (1, 2).

2

Aufg c) Zu l6sen ist y” —y = e~ mit y(0) = 3 Die allgemeine Losung der DGL lautet
(s. Aufgabe [2.2)):

. 3
Yallg () = —56_1 +cie’ + e cos(7x) +c3 SIH(TQE)

mit Einsetzen des Anfangspunktes x = 0 erhélt man:

1 . | 7
Yailg(0) = —3 + ¢1 4 c2 cos(0) + c3sin(0) 13 o o = 3~ c1
Die Losung des Anfangswertes lautet also:
y(x) = -3 +cre” + (% —c1) cos(Fx) +c3 sin(@x)
Hitte man nach ¢y aufgeldst ergibe sich: y(z) = —3e™® + (% — c2)e® + cpcos(Fta) +
c3 sin(@z). Beide Losungen sind richtig und in dem Sinne dquivalent, dass sich jeweils die

gleichen Koeffizienten ergeben, wenn man in glie Zweite Losung co = (% — ¢1) einsetzt.



Lésung fiir Aufgabe
Aufg a) Zu losen ist: ¢y — 2z + 1)y =22 + 1
Losen der homogenen Gleichung mit Trennung der Variablen:

1 1
Yy —Q2rx+1)-y=0 & ;-y'z(?x—i—l) & /;dy:/Qm—l—ldx

& Iny)=2>+r+d & y=_¢ e

=c

224z

Die Losung der homogenen Gleichung lautet also |yp(z) =c-e

Fiir die Bestimmung der partikuldren Losung verwenden wir das Verfahren der“Variation
der Konstanten”, d.h. wir ersetzen die Konstante ¢ der Losung der homogenen DGL durch
eine Funktion c¢(z). Die neugewonnene Funktion benutzen wir als Ansatz und setzen sie in
die DGL ein:
Ansatz: y,(z) = c(z)e” "
(@) = c(@)e” 0+ co(z)(2z 4 1)ev

Wir eralten beim Einsetzen in die linke Seite der DGL:
yp(x) — 2z 4+1) yy(z) = ()" T 4 o(x) (22 + 1)e” T — (2w +1) - c(z)e” T = (x)e® T
Die DGL sieht mit diesem Ansatz also wie folgt aus:
yp(x) — 2z + Dyy(z) =20 +1 < d(@)e” T =2 +1 & d(z)=(2z+ 1)- e~ (@*+a)
Integration auf beiden Seiten der letzten Gleichung nach x liefert ¢(x):
c(x) = /(Qx +1) cem @)y = e~ (@7 4a)
Wir erhalten also als Losung
o) = (e T = (e @) e —

Und in der Tat 16st die Funktion y,(x) = —1 die Differentialgleichung (die Probe ist erschre-
ckend einfach). Die Gesamtlosung lautet also:

yallg(x) = -1 + cC- e(cz-‘rx

Aufg b) Zu l6sen ist: y' + o2& = \/x (wobei x > 0 gilt).
Losen der homogenen Gleichung mit Trennung der Variablen:

1 1 1 1
Y+ Ll=0 & - y=—r /fdy——f/fdx
2x Y 2x Y
< In(y)=—zIn(z)+ d  =In(c x_%) & y=c-z7?

Die Losung der homogenen Gleichung lautet also |y, (z) = c¢- 272 |

Fiir die Bestimmung der partikuldren Losung verwenden wir das Verfahren der“Variation
der Konstanten”, d.h. wir ersetzen die Konstante ¢ der Losung der homogenen DGL durch
eine Funktion ¢(z). Die neugewonnene Funktion benutzen wir als Ansatz und setzen sie in
die DGL ein:
Ansatz: yp(z) = clz)z—2
yp(r) = (@)% + cz) (—%x_%)

Wir eralten beim Einsetzen in die linke Seite der DGL:

o)+ 555 = ot eta) (~got) + LG = e

Die DGL sieht mit diesem Ansatz also wie folgt aus:

y;;(;) -1 & d ()

! () + x”
Yp(T) g



Integration auf beiden Seiten der letzten Gleichung nach x liefert ¢(z):

C(I)Z/l‘dl‘:x;

Wir erhalten also als Losung

Nlw

Die Gesamtlosung lautet also:
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