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Aufgabe 3: [Ein Binomialverfahren fiir zwei Wertpapiere]

Ein Binomialbaum fiir zwei Wertpapiere, wobei die (z,y)-Koordinaten die Wertpapiere und ¢ die
Zeitkoordinate darstellen, kann folgendermafien erstellt werden. Jeder Knoten (z,y) gehe fiir t — t+At
mit gleicher Wahrscheinlichkeit % in einen der vier Knoten

(zu,yA), (zu,yB), (zd, yO), (zd,yD)
fiir Konstanten u, d, A, B, C, D iiber.

(a) Zeigen sie, dass der Baum fiir AD = BC rekombinierend ist.

Sei nun r die risikofreie Zinsrate, o1 und o2 die Volatilititen der beiden Wertpapiere und p ihre
Korrelation, dann kénnen die sechs Konstanten u,d, A, B, C, D wie folgt ermittelt werden:

Wi =T —02/2 fir 1=1,2

u = exp(u1 At + o1 VAL)

—eXp(N At — 01VAL)

(n2At + o2V AL(p+ /1 — p?))
B =exp(uat + ooV At(p — /1 — p?))
—exp(u At — a9V At(p — /1 — p?))
= exp(p2At — a9V At(p+ /1 — p?))

=exp

Fiir Startwerte 2° = S99 = S9 und zum Zeitpunkt t, = vAt kénnen die S;-Komponenten des
Baums wie im eindimensionalen Fall ermittelt werden:

x¥ = SYuld"™" fiir i=0,...,v
(b) Uberpriifen sie, dass die obige Wahl von A, B, C, D einen rekombinierenden Baum ergibt.

(c) Zeigen sie, dass die Sp-Komponenten des Baums, die zu x} gehoren, durch

Yij = SY exp(uavAt) exp(oaVAL(p(2i — v) + /1 — p2(2j —v)) fiir j=0,...,v

gegeben sind. Anmerkung: fiir v — v+1 entspricht u einer Erh6hung des Index i — i+ 1, wihrend
d einem gleichbleibenden Index ¢ — ¢ entspricht.

(d) Zeigen sie, dass die Erwartungswerte, Varianzen und Kovarianzen des kontinuierlichen und des dis-
kreten Modells iibereinstimmen. Uberpriifen sie dazu fiir die logarithmischen Inkremente AY; =
logu (bzw. logd) und AY; = log A (bzw. log B, log C oder log D) die fiinf Gleichungen

E(AY;) = wiAi, Var(AY;) = 02At, Cov(AYy, AYs) = poioa At

fur ¢ = 1,2 erfiillt sind.



