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Aufgabe 12: [Bernoulli-Polynome]

Die Bernoulli-Polynome spielen eine wichtige Rolle bei der Euler-MacLaurin Darstellung des Quadra-
turfehlers der Trapezsumme. Sie sind rekursiv definiert über

b0(t) := 1, b′k(t) := bk−1(t) für k = 1, 2, 3, ... wobei

1∫
0

bk(t) dt = 0 .

(a) Benutzen Sie die bekannte Fourier-Reihe

t− 1/2 = −
∞∑
n=1

sin(2πnt)

πn
für 0 < t < 1

und die Eigenschaft, dass Fourier-Reihen gliedweise integriert werden dürfen, um zu zeigen, dass
für k = 1, 2, 3, ... und für 0 ≤ t ≤ 1 gilt:

b2k(t) = (−1)k+12
∞∑
n=1

cos(2πnt)

(2πn)2k
und b2k+1(t) = (−1)k+12

∞∑
n=1

sin(2πnt)

(2πn)2k+1
.

(b) Zeigen Sie, dass zezt/(ez−1) die erzeugende Funktion der skalierten Bernoulli-Polynome ist, d.h.

zezt/(ez − 1) =
∞∑
k=0

bk(t)zk

und dass diese Potenzreihe für alle (komplexen) z mit |z| < 2π konvergiert.

(c) Setzen Sie in t = 0 und z = 2x in Teilaufgabe (b) und zeigen Sie damit, dass

2x/(e2x − 1) = x · cosh x/sinh x− x =
∞∑
k=0

bk(0)2kxk

gilt. Folgern Sie weiter, dass

cosh x =
sinh x

x

∞∑
k=0

b2k(0)4kx2k .

(d) Leiten Sie durch Koeffizienten-Vergleich die Rekursion b0(0) = 1 und

b2k(0) + b2k−2(0)/4 · 3! + b2k−4(0)/42 · 5! + ...+ b2(0)/4k−1 · (2k − 1)! = 2k/4k · (2k + 1)!

für k = 1, 2, 3, ... her.


