Vorkurs Mathematik
Ubungen zu Integration im R”

1 Integration im R"

1.1 Substitution (wif-A sw Do vmm‘”’*j €"“:V'f)

Aufgabe 1.1 Berechnen Sie mittels substitution = In(z) das bestimmte Integral

1
1
/ dx
o €*+1

Tipp: Verwenden Sie dabei e™(*) = 2 und den Trick
1 1 (x+1) x 1

z (xz+1)  z@@+1) z@+1) z(z+1)

1.2 Mehrfachintegrale
Aufgabe 1.2 Berechnen Sie das bestimmte Integral

/OTr /01 r? sin(¢)dr dé

Aufgabe 1.3 (Nicht konstante Integrationsgrenzen): Berechnen Sie das bestimmte Integral
1 z Y .
/ / / 62 + 4y + 223dx dy dz
o Jo Jo
Aufgabe 1.4 (Integrationsbereich zerteilen): Berechnen Sie

2 h(z) [
/ / y— 2z dydx wobei g und g gegeben sind durch:
-2 Jg(x)

Skizze zu Aufgabe 1.4
() = VI—22, falls —1<z<1
g\E) = 0, sonst
\/m, falls —2 <z <2
h(z) ==
0, sonst
‘\““““\“‘\“

Hinweis: Sie miissen das duflere Integral in drei Teile teilen. n der Skizze Sehen Sie den
Integrationsbereich dargestellt. Wenn Thnen das Losen des Integrals zu miihselig ist, dann
schauen Sie sich lieber Aufgabe 1.6 an!

1.3 Koordinatenwechsel

Aufgabe 1.5 (Fliche): Berechnen Sie die Fliche einer Kreisscheibe mit Radius 5 mit Hilfe
von Polarkoordinaten.

Aufgabe 1.6 (Zusatzaufgabe): Berech#nen Sie die Fliche des Integrationsbereiches in Auf-
gabe 1.4 mittels Polarkoordinaten. Falls Sie danach noch Zeit haben, berechenen Sie das
Integral aus Aufgabe 1.4 mittels Polarkoordinaten (dabei die Integrationsgrenzen verwen-
den, die Sie g‘rade fiir den ersten Teil dieser Aufgabe verwendet hatten).



2 Losungen

Losungen fiir Aufgabe 1.1
Substituiert werden soll x = In(z), entsprechend benétigt man die folgende Nebenrechnung:

dz

x =In(z) dz — (In(z))" = 1 o dz=1ds r1=0 = 2 =¢'=1
=z

1 —
z(z+1)

1 e e
1 1 1 1
/ dx:/ifdz :/7dz
o et +1 ,en(®) 41 2 1 (z+ 1)z
1
z

Das neu erhaltene Integral lisst sich mit dem Trick

€ 1 ‘1 1
——dz = - — dz =1 —In(z + 1)]¢
/1 (z+1)z : /1 z  z+1 2= () ~Ine Joma

wie folgt 16sen:

Ine) ~ In(e +1) = (In(1) - n(2)) = ln( 2¢ )
=0

Losungen fiir Aufgabe 1.2
Zu berechnen ist das folgende Integral:

/0 ! /0 2 sin(6) dr do

1

T 7"3 )
/0 {3 sm<¢>} g
1 1

Losungen fiir Aufgabe 1.2
Zu berechnen ist das folgende Integral:

1 z oy
/ / / 62 + 4y + 223 dx dy dz
0 0 0

1 z
/O /O (322 + day® + 222°]7_ dy dz
1

1 rz
:/ / 3y + 43 + 2928 dydz = / [y3+y4+y223]220 dz
o Jo 0 :
1 4 5 611
3. 4 5 z Z z 1 1
= d = _— —_— —_— = — — —
/Oz+z+z z [4+5+6L0 4+5+

Loésungen fiir Aufgabe 1.2
Als Gesamtlosung fiir das gesuchte Integral ergibt sich:

/ / y—2z dyde = 4+ -
~2Jg(a) 3

Das Berechnen des Integrals in gewohnlichen Koordinaten ist sehr rechenaufwéindig! In Polar-
koordinaten (s. Aufg. 1.6) ist das Berechnen wesentlich(!!) einfacher. Wichtigster Lernschritt
bei dieser Aufgabe ist also: Ein Koordinatenwechsel kann sich manchmal erheblich lohnen!

Im gesamten integrationsbereich gilt h(z) = v/4 — 22, allerdings ist g(z) eine zusammenge-
setzte Funktion. D.h., der Integrationsbereich fiir x muss in 3 Teile geteilt werden, auf denen
g(x) nicht zusammengestzt ist:

o fiir x € [-2,—1] gilt g(z) =0
o fir x € [—1, 1] gilt g(z) = V1 — 2

o firze| 1, 2]gilt g(z)=0.



Wir setzen f(z,y) = y — 2z und erhalten:

2 h(x) —1+v4—2z2 1 V4—z2 2 VA—z2
//y—2mdydx = / / fxydydx+/ fxydydx+/ / f(z,y)dydx
2 g(x) ~2 0 “1yT—a2 1

=242V3 =3 =§-2v3

5 2

= 3+2-=44 -

+ 6 - 3
Wir berechnen die einzelenen Integrale nun jeweils in einer Nebenrechnung:
-1 pva—a? -1 y2 VA—z2
/ / y—2z dydz = / [ — er:y} dz
-2 Jo 2 |2 y=0
R
= / 5 —2x /4 —2? dx
-2
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1 Va—x? 1 y2
/ / y — 2z dydz / [ — 2xy] dz
i 102 y=v1=27?
4

3 2 3/2 2 3/2
_ e Z (4 — 2 - 2N 2
e T T i
3 2 3 2
= §+f\/?§—0 —(—7+§\/?§—0)—3
2 /A—a? 2 142 4-=2
// y— 2z dyde = /{—Zmy} dz
1 Jo 1 2 y=0
24 _ 22
:/ —2z-\/4—2% do
1
3/2]°
=1
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= 1-S40 (2—7+ SV/3%) = 7—2\f

3

Losungen fiir Aufgabe 1.5
Zu l6sen ist das Integral

/ 1 dzdy

B

wobei B die Kreisscheibe mit Mittelpunkt (0,0) und Radius 1 ist.
Beim Wechsel von kartesischen Koordinaten (“z und y”) zu Polarkoordinaten (“r und ¢”)tritt
der Korrekturterm “det(Df)” auf:

Fiir die Koordinatenwechselfunktion f: RZ —R2 | (r,¢) — ( reos(@) )y,
3 rsin(¢)



_ cos(¢p) —rsin(¢) _ 02 . 2
(Df) = ( sin(¢)  rcos(o) ) und det (Df) = rcos(¢)” + rsin(¢)* =r

Ensprechend erhalten wir
2m 1
/ / 1 rdrde
o Jo

/1 dx dy
- [T e [

B

Losungen fiir Aufgabe 1.6

Wie in Aufgabe 1.5 (s.Loésung) benétigen wir beim wechsel von kartesischen Koordinaten
zu Polarkoordinaten neben dem eigentlichen ersetzen der Variablen noch den Korrekturterm
“r”. Wir erhalten das folgende:

x=rcos(¢) y=rsin(¢) drdy=rdrde

Der Integrationsbereich B in Aufg. 1.6 ist ein Halbkreissegment, mit Radius r € [1,2] und
Offnungswinkel ¢ € [0,7]. Um dessen Fliche zu berechnen miissen wir das folgende Integral

16sen:
T 2
/1 dzdy // 1 rdrde
o J1

B
2

T2 3 317 3
/0 MH 10 = /0 2d¢—[z¢L_o‘2”

Um das Integral aus Aufg. 1.6 zu berechnen setzen wir in den Integranten y — 2z die Werte
x =rcos(¢) und y = rsin(¢) ein:

T 2
!y —2z dady = /0 /1 (rsin(¢) — 2r cos(¢)) r dr de
= [ [ - T"P’zcos(qb)r a6 = [ Fein(o)— 5 cos(o) as
o L3 3 =1 ) 3
7 14 T 7 7 14 2
= | peso) - o) =500~ (gmao) == ]



