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EINFUHRUNG

Wir motivieren zunéchst aus der Arithmetik der Zahlen verschiedene algebraische Strukturen.
Ich gehe davon aus, daf aus der Linearen Algebra 1 die Grundbegriffe Gruppe, Ring und Kérper
bereits mit Definition und ersten Beispielen bekannt sind.

0.1. Ein Panorama algebraischer Strukturen. Entsprechend des zeitlichen Ablaufs des
Erwerbs arithmetischer Fahigkeiten bei Kindern beobachten wir eine Hierarchie algebraischer
Strukturen, mit der wir eine Menge ausstatten kénnen.

Halbgruppe. Zunachst lernen wir die natiirlichen Zahlen
N=1{1,2,3,4,...}

zum Zahlen und Abzéhlen kennen. Diese versehen wir mit der Addition und erhalten, was wir
eine Halbgruppe nennen.

Genaugenommen ziehen wir uns hier wie Miinchhausen am eigenen Schopf aus dem Sumpf.
Was die natiirlichen Zahlen genau sind, erfordert zum Beispiel die Peano-Axiome, deren Modell
die natiirlichen Zahlen sind. Die Peano-Axiome sind bereits so kompliziert, daf Kurt Godel' mit
seinem Unvollstdndigkeitssatz zeigen konnte, daft die Widerspruchsfreiheit der darauf basieren-
den Arithmetik nicht innerhalb dieser Arithmetik gezeigt werden kann.

Beispielsweise beruht das Prinzip der vollstédndigen Induktion auf einem Axiom der Peano-
Axiome?, ist also ein mathematisches Schlukfolgerungsprinzip, das nicht bewiesen werden kann,
sondern das in die Grundlagen der Arithmetik der natiirlichen Zahlen hineindefiniert wird.

Monoid. Dann erfindet man die Null 0, mit der Eigenschaft, daf fiir alle n € N gilt
O+n=n=n+0.

Die neue Menge
No={0}uN={0,1,2,3,4,...}
mit Addition und dem ausgezeichneten Element 0 € Ny bildet die Struktur eines Monoids.

Gruppe. In dem Bestreben, die Addition in jedem Fall umkehren zu konnen, erweitert man Ny
zu den ganzen Zahlen

Z={..,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...}.

Die ganzen Zahlen mit der Addition bilden eine Gruppe. Das ausgezeichnete Element 0 ist nun
durch die verlangten Eigenschaften eindeutig bestimmt.

Ring. Jetzt kommt eine echte Innovation. Mit der Multiplikation betritt eine zweite Verkniipfung
die Biithne. Dieselbe Menge Z, jetzt aber mit Addition und Multiplikation, die sich wie gewohnt
nach dem Distributivgesetz vertragen, bildet einen Ring. Von einem Ring verlangen wir sofort,
daf er eine Eins 1 hat mit der Eigenschaft, daf fiir alle Zahlen n gilt

l-n=n=n-1.

Weitere Beispiele von Ringen sind gegeben durch Funktionen auf Mengen mit punktweiser
Addition und Multiplikation. Der moderne Standpunkt identifiziert alle (kommutativen) Ringe
als Ringe von strukturerhaltenden Funktionen auf strukturierten Mengen. Beispielsweise gibt
es in der Funktionalanalysis das Theorem von Gelfand iiber C*-Algebren, das jede solche C*-
Algebra A mit dem Ring der stetigen Funktionen auf dem Spektrum von A identifiziert.

IKurt Godel, 1906-1978, sterreichischer Mathematiker.
2Das Prinzip der vollstédndigen Induktion: Eine Menge M natiirlicher Zahlen, welche die 1 und mit jeder Zahl
n deren Nachfolger n 4+ 1 enthélt, besteht aus allen natiirlichen Zahlen, also M = N.


http://de.wikipedia.org/wiki/Kurt_G%F6del
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In der algebraischen Geometrie definiert man ganz abstrakt das Spektrum Spec(R) eines Rings
R. Dies liefert einen Raumbegriff, so dafs genau R der Ring der Funktionen auf dem Spektrum
wird. Fiir Z ist dies die Menge der Primzahlen und 0

SpeC(Z) = {<0)7 (2)7 (3)7 (5)7 (7)7 R (p)a .- ‘}7
wobei die Klammern die entsprechenden Primideale bezeichnen.
Wie ist nun eine natiirliche Zahl eine Funktion auf Primzahlen aufzufassen? Der Wert von
n € Z bei der Primzahl p ist definiert als n (mod p). Beispiel: 32 hat den Wert 4 bei 7. Und was
ist der Wert von n bei (0)7 Das ist nichts anderes als n aufgefafit als rationale Zahl!

Kérper. Genauso, wie man die Addition mittels Subtraktion umkehren méchte, soll nun auch
die Multiplikation umkehrbar sein. Dieser Schritt ist schon komplizierter und gelingt nur partiell.
Man kann nur durch eine Zahl a dividieren, welche die Kiirzungsregel befolgt:

ar =ay =— T=1y.

Fiir a = 0 schldgt dies fehl. Wenn man fiir Z die Multiplikation mit allen Zahlen a € Z \ {0}
umkehrbar macht, gelangt man zu den Briichen, also dem Korper Q der rationalen Zahlen.
Als Besonderheit der Konstruktion von Briichen kénnen mehrere Symbole die gleiche Zahl be-
schreiben: etwa 22/7 = 66/21. Aukerdem muf man argumentieren, daf der Ubergang von Z
nach Q die bereits eingefiihrte Ringstruktur nicht zerstort. Ein Korper soll einfach nur ein Ring
sein, bei dem fiir alle von 0 verschiedenen Zahlen die Multiplikation mit diesen umkehrbar ist.

Vollstindiger Korper. Jetzt kommt ein nicht-algebraischer Schritt, der Ubergang von Q nach
den reellen Zahlen R durch Vervollstandigung beziiglich Cauchy—Folgen beziiglich des reellen
Absolutbetrags
r x>0
ol = {

-z <0
wie in der Analysis iiblich. Dies ist aber nicht der einzige sinnvolle Abstandsbegriff auf der
Menge der rationalen Zahlen. Zu jeder Primzahl p gibt es einen solchen, fiir den man Q zu den
p-adischen Zahlen vervollstandigen kann.

Algebraisch abgeschlossener Kéorper. Uber den reellen Zahlen zeigt der Zwischenwertsatz der
Analysis, daf jedes Polynom ungeraden Grades eine reelle Nullstelle haben muf. Sei etwa das
Polynom
fX)=X"+a X" ... +a,
mit n € N ungerade und a; € R fiir alle 1 < i < n gegeben. Dann dominiert X" in f(z) fiir
grofse |x| > 0, womit f(z) mal positive und mal negative Werte annimmt. Der Zwischenwertsatz
besagt, dafs dann f(x) auch alle Werte dazwischen annimmt, so zum Beispiel die 0.
Quadratische Gleichungen wie etwa

X?+1=0

haben keine reelle Losung. Hier stellt der Absolutbetrag auf R Bedingungen, die der Gleichung
zuwiderlaufen: der Ausdruck X2 + 1 ist stets positiv.

Eine Losung erhilt man wieder dadurch, dafs man den Rechenbereich von R nach den kom-
plexen Zahlen C durch Hinzufligen einer neuen Zahl i erweitert. Dabei erfiillt die neue Zahl
1 definitionsgeméfs die zu losende Gleichung und fiigt sich ansonsten dahingehend ein, daf die
erweiterte Struktur eine Korpererweiterung von R wird, und zwar minimal mit der Eigenschaft,
auch 7 zu enthalten.

Jetzt geschieht ein Wunder. Durch Hinzunahme einer einzigen Zahl i und dem Abschliefien
unter Korperoperationen (dazu reichen R-Linearkombinationen von 1 und ) wird aus R ein
Korper C = R @ R - 4, der immer noch vollstdndig beziiglich Cauchy—Folgen zum natiirlich
erweiterten Abstandsbegriff

|(a + bi) — (c+di)|? = |a—c|* + |b—d|?
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ist und in dem jede Polynomgleichung (sogar mit Koeffizienten aus C) 16sbar ist (Fundamental-
satz der Algebra). Man sagt, C ist vollstdndig und algebraisch abgeschlossen.

0.2. Nicht-kommutative Strukturen. Die in den vorherigen Abschnitten skizzierten alge-
braischen Strukturen sind sdmtlich kommutativ: es kommt auf die Reihenfolge der Addition
oder Multiplikation nicht an. Dies ist fiir einige Anwendungen zu einfach. Schon in der Linearen
Algebra 1 trifft man nicht-kommutative Beispiele:

Symmetrische Gruppe. Zu n € N gibt es die symmetrische Gruppe 5, aller Permutationen
der Menge {1,2,...,n}, welche fiir n > 3 nicht-kommutativ ist.

Allgemeine lineare Gruppe. Zu einem Vektorraum V {iber einem Korper K gibt es die Gruppe
der invertierbaren linearen Selbstabbildungen V' — V| auch allgemeine lineare Gruppe von
V genannt und mit GL(V') bezeichnet. Ist dim(V) = n, so kann man nach Wahl einer Basis %
und der damit einhergehenden Koordinatenwahl

kg V = K"

jede invertierbare lineare Selbstabbildung f € GL(V) durch eine n x n-Matrix MZ(f) € M,(K)
mit Eintragen aus K beschreiben. Die Zuordnung

M7 : GL(V) = GL,(K)

ist bijektiv zu Matrizen mit invertierbarer (von 0 verschiedener) Determinante und iibersetzt die
Komposition linearer Abbildungen in Matrizenmultiplikation.

Die Symmetrie des Quadrats. Wir betrachten in der Ebene R? das durch die Ecken (E) defi-

nierte Quadrat [J. Welche linearen Selbstabbildungen des R? fiithren O in sich iiber? Sicherlich
die Drehung um 7/2, die Matrixmultiplikation mit

0 —1
p=(10);

und die Spiegelung an der z-Achse, die Matrixmultiplikation mit

s (1),

Damit fithren auch beliebig iterierte Kompositionen (also Matrixmultiplikationen) von D und
S das Quadrat OJ in sich iiber. Alle diese bilden eine Gruppe von Matrizen in GL2(R), die
Diedergruppe D4 aus 8 Elementen (das muft man sich und werden wir uns iiberlegen). In dieser
Beschreibung kommt die Gruppe natiirlich mit einer Interpretation als lineare Transformationen
eines Vektorraumes daher. Das nennt man eine lineare Darstellung der Gruppe.

Die D, ist nicht kommutativ, wie man schon an

ps= (00 )0 )= (Vo)A (5 )= (L) () e

sieht. (Man iiberlege sich zur Ubung, welche Transformationen des Quadrats durch DS und
durch SD gegeben sind.)

Matrizenring. Sei n € N und K ein Korper. Die Menge aller quadratischen Matrizen M,,(K) =
M5 (K) mit Eintrdgen aus einem Korper K ist eine abelsche Gruppe beziiglich der Addition.
Es ist M, (K) sogar ein K-Vektorraum, aber das soll uns hier einmal nicht interessieren. Die
Matrizenmultiplikation definiert eine weitere Verkniipfung, die beziiglich der Addition distributiv
ist und aus M, (K) einen Ring macht. Fiir n > 2 ist die Multiplikation dieses Rings nicht
kommutativ.
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0.3. Operationen. Die Beispiele im vorherigen Abschnitt haben die folgende Gemeinsamkeit.
Die algebraische Struktur tritt nicht solitdr abstrakt auf, sondern als Gruppe/Ring strukturer-
haltender Selbstabbildungen eines einfacheren Objekts:

e S, permutiert die Menge {1,2,...,n},

e GL(V) permutiert den Vektorraum V', und zwar K-linear,

e M, (K) umfafit alle K-linearen Selbstabbildungen des K-Vektorraums K.

Diese Beziehung wird in beide Richtungen ausgenutzt. Durch die Operation auf einem einfa-
cheren Objekt versteht man sowohl die Gruppe oder den Ring als auch das einfachere Objekt
besser.

0.4. Literatur. Die folgenden Lehrbiicher werden fiir die Vorlesung empfohlen.

LITERATUR
[Ar93] Michael Artin, Algebra, Ubersetzung des englischen Originals von 1991 durch Annette A’Campo,
Birkh&user Advanced Texts: Basler Lehrbiicher, Birkh&user Verlag, Basel, 1993, xiv+705 Seiten.
[Bo08] Siegfried Bosch, Lineare Algebra, Springer-Lehrbuch, 4. iiberarbeitete Auflage, 2008, x+297 Seiten.

[MK13] Kurt Meyberg und Christian Karpfinger, Algebra: Gruppen — Ringe — Korper, Springer Spektrum,
2013, xi+386 Seiten.
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Teil 1. Gruppen
1. GRUPPEN UND HOMOMORPHISMEN

1.1. Definition und erste Beispiele. Wir beginnnen mit der grundlegenden Definition.

Definition 1.1. Eine Gruppe ist ein Paar (G,o) bestehend aus einer Menge G und einer
Verkniipfung

o: GxG— G,
geschrieben als (g, h) — g o h, mit den folgenden Eigenschaften.
(1) Die Verkniipfung ist assoziativ: fiir alle g, h, k € G gilt:

go(hok)=(goh)ok.

Die Klammerung legt die Reihenfolge fest, in der die Verkniipfungen auszufiihren sind.
(i)  Es gibt ein Element e € G, neutrales Element genannt, so daf fir alle g € G

goe=g=cog.
(ili) Zu jedem g € G gibt es ein h € G, inverses Element oder das Inverse genannt, so dafs
goh=e=hog.

Notation 1.2. Wir vereinfachen sofort die Notation und unsere Vorstellung, was eine Gruppe ist.

(1) Bei einer Gruppe (G, o) denkt man zuerst an die zugrundeliegende Menge G und sodann
an die auf GG definierte Verkniipfung. Um die Notation zu verkiirzen und damit knapp und
iibersichtlicher zu halten, sagen wir ,,Sei G eine Gruppe ...“ wenn wir in Wahrheit die
Menge zusammen mit der Verkniipfung meinen. In der Regel ist die gemeinte Verkniipfung
die offensichtliche Verkniipfung und es entstehen keine Mifsversténdnisse.

(2)  Um die Verkniipfung zweier Gruppenelemente g und h zu bezeichnen, sind verschiedenste
Notationen gebrauchlich, etwa

gh, g+h, gxh, goh, ...
Bemerkung 1.3. (1) Die Assoziativitat sorgt dafiir, daf fiir ¢1,..., g, € G das Element

g192...9r €G

als Ergebnis von r — 1 Verkniipfungen benachbarter Elemente unabhéngig von der vorhan-
denen Wahl ist. Das ist unmittelbar klar, mufs aber, wie alle Dinge die offensichtlich sind,
bewiesen werden. Das gelingt durch vollstédndige Induktion nach der Lange r, aber damit
wollen wir uns nicht aufhalten und iiberlassen das als Ubungsaufgabe.

(2) Man kann die Axiome einer Gruppe abschwéchen und zu einem dquivalenten Begriff kom-
men, wenn man nur die Existenz eines linksneutralen Elements und eines Linksinversen
verlangt. Die Liste der Eigenschaften in Definition 1.1 ist aber diejenige, die man mit einer
Gruppe verbinden sollte, und daher sprechen wir die Definition derart aus.

Beispiel 1.4. Beispiele fiir Gruppen sind bereits bekannt. Die wichtigsten in der linearen Algebra
aufgetretenen Gruppen sind die folgenden.
(1) Die ganzen Zahlen Z mit Addition bilden eine Gruppe.
(2) Sein > 1 eine natiirliche Zahl. Die symmetrische Gruppe
Sn

ist die Menge aller Permutationen (bijektiven Selbstabbildungen) der Menge {1,...,n} mit
der Komposition von Permutationen als Verkniipfung. Die symmetrische Gruppe ist nichts
weiter als die volle Gruppe der Symmetrien der unstrukturierten Menge von n Elementen.
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(3) Sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Dann ist die Menge
GL(V)

der bijektiven linearen Abbildungen f : V' — V die allgemeine® lineare Gruppe von V.

Die Gruppenverkniipfung hier ist wieder die Komposition und GL(V') ist die volle Gruppe

der Symmetrien der Menge V', welche die K-lineare Vektorraumstruktur erhalten.
Speziell fir V = K" setzen wir

GL,(K) = GL(K") = {A € M,(K) ; det(A) # 0},
beschrieben durch invertierbare n x n-Matrizen mit Eintragen aus K.
(4) Sei K ein Korper. Die multiplikative Gruppe von K ist die Teilmenge
K* =K\ {0}
mit der Multiplikation als Verkniipfung. Es ist geradezu die Definition eines Korpers: ein
Ring K, fiir den (K \ {0}, ) eine Gruppe bildet.
(5) Die kleinste Gruppe ist G = {e} mit der einzig moglichen Verkniipfung ee = e. Diese
Gruppe nennt man die triviale Gruppe.

Bemerkung 1.5. Man sollte der Versuchung widerstehen, eine (endliche) Gruppe durch ihre
Verkniipfungstafel, also eine Tabelle, welche die Werte gh mit g,h € G angibt, verstehen zu
wollen. Zum Beispiel fiir eine Gruppe mit zwei Elementen G = {e, g}:

e g
ele g
g|9 ¢

Die dargestellte Information ist vollstdndig, aber auch vollstdndig nutzlos zum Verstdndnis.
Wenigstens kann man sich mit diesem Beispiel leicht davon iiberzeugen, daf es im Wesentlichen
(bis auf Bezeichnungen) nur eine Gruppe mit zwei Elementen gibt. Eine niitzliche Beschreibung
dieser Gruppe bekommt man als Gruppe

{17 _1}

etwa als Teilmenge von R mit der Multiplikation als Verkniipfung. Dabei ist e = 1 und g = —1.

Definition 1.6. Zwei Elemente g, h einer Gruppe G kommutieren (miteinander), wenn
gh = hg.

Kommutieren in einer Gruppe alle Elemente miteinander, dann spricht man von einer kommu-
tativen oder abelschen* Gruppe.

Beispiel 1.7. Auch Beispiele abelscher Gruppen sind bereits bekannt.

(1) Die ganzen Zahlen (Z,+) sind eine abelsche Gruppe.

(2) Sein € Z. Wir erinnern daran, dafs wir fiir a,b € Z sagen ,,a ist kongruent zu b modulo
n“ mit Notation a = b (mod n), wenn es ein k € Z gibt mit a — b = kn. Die Relation
kongruent modulo n ist eine Aquivalenzrelation auf Z. Die Restklassen modulo n bilden
mit der auf Vertretern der Restklassen definierten Addition eine abelsche Gruppe

Z/nZ.

Darin bezeichnen wir mit [a] die Restklasse a + nZ zum Vertreter a € Z.
Das spezielle Beispiel n = 12 zusammen mit der modularen Arithmetik modulo 12 lernt
jedes Kind zusammen mit der Uhr in der Regel spétestens in der Grundschule.
(3) Sei K ein Korper und sei V' ein K-Vektorraum. Dann ist V' mit der Addition aus der
Vektorraumstruktur eine abelsche Gruppe (V,+).

3Englisch: general linear group, daher GL.
4Niels Henrik Abel, 1802-1829, norwegischer Mathematiker.


http://de.wikipedia.org/wiki/Niels_Henrik_Abel
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Bemerkung 1.8. (1) Die Kommutativitdt sorgt dafiir, dafs in einer kommutativen Gruppe G
fiir g1,...,9n € G das Element

9192---gn €G
unabhéingig von der Reihenfolge ist: Fiir jede Permutation o € S,, gilt
9192 ---9r = 9o(1)95(2) - - - Jo(n)-

(2) Es gibt einen Struktursatz fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen. Dieser benutzt weni-
ger Methoden der Gruppentheorie, sondern solche der kommutativen Algebra, wie sie im
Kapitel iiber Ringe und Moduln behandelt werden, und wird daher erst spater behandelt.

Definition 1.9. (1) Das direkte Produkt zweier Gruppen G; und Gy ist die Gruppe
G1 x G2 =1{(91,92) ; 91 € G1,92 € Ga}

mit komponentenweiser Komposition als Verkniipfung.
(2) Das direkte Produkt einer Menge G; von Gruppen fiir 7 € I ist die Gruppe

el
mit komponentenweiser Komposition als Verkniipfung.

Bemerkung 1.10. Das direkte Produkt zweier Gruppen ist ein Spezialfall der allgemeinen Kon-
struktion fiir I = {1,2}. Das neutrale Element in [, ; G; ist

(ei)ier
wobei e; € (G; das neutrale Element ist. Die Komposition zweier Elemente ist
(9i)icr(hi)ier = (gihi)ier-
Das Inverse von (g;)ier ist
(gi)i_elj = (g; Dier-
1.2. Elementare Folgerungen. Die Definition einer Gruppe hat einige unmittelbare Konse-
quenzen fiir neutrale und inverse Elemente.

Proposition 1.11. In jeder Gruppe ist das neutrale Element eindeutig.
Beweis. Seien e und €’ neutrale Elemente einer Gruppe G. Dann gilt

e=ece =¢. (]
Notation 1.12. Das nach Proposition 1.11 eindeutige neutrale Element e € G wird oft mit 1
oder 0 bezeichnet je nachdem, ob man bei der Verkniipfung an eine Multiplikation oder eine

Addition denkt. Beispielsweise ist 1 € GLy,(K) eine Kurznotation fiir die Einheitsmatrix. Dies
ist nur eine Sprechweise und bedeutet sonst nichts.

Proposition 1.13. In jeder Gruppe ist das Inverse eines Elements eindeutig.
Genauer: sei g € G ein Element einer Gruppe G und h € G mit

hg = e,
dann ist h das Inverse von g. Hier bezeichnet e das neutrale Element von G.
Beweis. Sei k ein Inverses zu g. Dies existiert nach den Gruppenaxiomen. Dann gilt
h = he = h(gk) = (hg)k = ek = k.

Also ist h = k ein Inverses.
Dasselbe Argument zeigt auch die Eindeutigkeit: sind A und k Inverse zu g, dann gilt hg = e,
man kann k£ wie im obigen Argument wéihlen und schlieft auf h = k. U
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Notation 1.14. Das nach Proposition 1.13 eindeutige Inverse zu einem Element g € G wird mit

g—l

bezeichnet, sofern die Verknilipfung multiplikativ geschrieben wird. Wird die Verkniipfung additiv
geschrieben, wie das bei abelschen Gruppen iblich ist, so verwenden wir fiir das Inverse zu g die
Notation —g.

Proposition 1.15. Fir Elemente g, h einer Gruppe gilt

(1) (gh)"'=h"tg1,
2) (g H =g

Beweis. (1) Wir berechnen
(h'g™D(gh) = h~H (g 'g)h=h""h =e.

und schliefen nach Proposition 1.13, dal h='g~! das Inverse zu gh ist.
(2) Es gilt g(¢g~') = e, somit ist g Inverses zu g~'. Die Eindeutigkeit des Inversen nach
Proposition 1.13 zeigt g = (¢~ 1)1 O

1.3. Gruppenhomomorphismen. Um Gruppen besser zu verstehen, braucht man einen Be-
griffsapparat fiir den Vergleich von Gruppen: strukturerhaltende Abbildungen.

Definition 1.16. Ein Gruppenhomomorphismus (oder Homomorphismus von Grup-
pen) ist eine Abbildung
f:G—H

von einer Gruppe G nach einer Gruppe H mit der Eigenschaft, daf fiir alle a,b € G gilt:
f(ab) = f(a)f(b).
Beispiel 1.17. Auch fiir Gruppenhomomorphismen kennen wir bereits einige Beispiele.

(1) Die Determinante ist ein Gruppenhomomorphismus
det : GL,(K) — K*.

(2) Das aus der linearen Algebra bekannte Signum einer Permutation ist ein Gruppenhomo-
morphismus
sign : S, — {£1}.
Das Signum einer Transposition 7 € S, ist sign(7) = —1. Weil jede Permutation o € S,
als Komposition von Transpositionen 7; geschrieben werden kann, etwa

O =T1"""Ts,
legt die Homomorphie das Signum dadurch eindeutig fest:
sign(o) = sign(my) - - - sign(7s) = (—1)°.
Es gibt somit hochstens einen Homomorphismus sign : S, — {£1} mit dem Wert —1 auf
den Transpositionen.

Die Existenz des Signum ist eine nichttriviale Sache: Die Anzahl an Transpositionen,
die man fiir eine Permutation braucht, ist modulo 2 unabhéngig von der Wahl der Trans-
positionen.

Am einfachsten® sieht man die Existenz des Signum iiber die Determinante der Permu-

tationsmatrizen ein. Sei o € S,,. Dann ist P, € GL,(Q) die Matrix, deren j-te Spalte €o(5)
ist. Es gilt also

Py (ej) = eq(j),

SHier droht ein Zirkelschlufs, denn oft wird die Existenz der Determinante durch eine Formel bewiesen, die
das Signum der Permutationen benéotigt.
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die Permutationsmatrix permutiert die Standardbasis wie dies o vorschreibt. Daher gilt
flir o, m € Sy
Pyr = PaPﬂ’a

denn fiir alle j =1,...,n gilt
Prr(ej) = €on(j) = Co(n(j)) = Pcr(ew(j)) = Py(Pr(ej)) = (Pr o Pr)(ej).
Die Zuordnung p(o) = P, ist ein Gruppenhomomorphismus
p: Sy — GL,(Q),

den wir die Permutationsdarstellung von S, nennen.
Das Signum bekommen wir nun als Komposition

sign(o) = det(p(0)).
In der Tat ist dies ein Gruppenhomomorphismus und nimmt auf Transpositionen nach

Eigenschaft der Determinante den Wert —1 an.
Sei n € Z. Die Addition auf Z/nZ ist gerade so gemacht, daf die Restklassenabbildung

Z—7Z/nZ, avwr a+nZ

ein Gruppenhomomorphismus ist.

Sei f:V — W eine lineare Abbildung von K-Vektorrdumen. Dann ist f ein Gruppenho-
momorphismus der zugrundeliegenden abelschen Gruppen (V,+) und (W, +).

Sei I eine Menge und sei G; eine Gruppe fiir ¢ € I. Sei n € I ein Element. Die Projektion
auf die n-te Koordinate des Produkts

pn: [[Gi— Gn
i€l
ist der Gruppenhomomorphismus mit p,((g;)icr) = gn. Die Homomorphieeigenschaft folgt

sofort aus der Definition des Produkts, weil die Gruppenverkniipfung im Produkt kompo-
nentenweise erklart ist.

Lemma 1.18. Sei G eine Gruppe. Das neutrale Element von G ist das einzige Element g € G
mit gg = g.

Beweis. Sei e € G das neutrale Element. Dann gilt ee = e. Fiir die umgekehrte Richtung
betrachten wir ein g € G mit gg = g. Dann ist

e=g'g=9""99)=(g7"'9)g=eg=g. O

Lemma 1.19. Sei f : G — H ein Gruppenhomomorphismus.
(1) FEs gilt

f(eG) = €H,
wobei ez das neutrale Element in G und ey das in H bezeichne.

(2) Fiir alle g € G gilt

flg™h) = flg~"

Beweis. (1) Aus f(eq) = f(egea) = f(eq)f(eq) folgt f(eq) = ex nach Lemma 1.18.

(2) Sei nun wieder e € G das neutrale Element. Wegen (1) gilt fiir g € G

F@) g™ =flgg™") = fle) =e.

Daraus folgt mit Proposition 1.13 die Behauptung. U

Definition 1.20. Ein Isomorphismus (von Gruppen) ist ein bijektiver Gruppenhomomorphis-
mus, und ein Automorphismus (von Gruppen) ist ein Isomorphismus G — G.

Zwei Gruppen G und H heiffen isomorph, wenn es einen Isomorphismus G — H zwischen
ihnen gibt. Als Notation verwenden wir G ~ H.
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Beispiel 1.21. Die positiven reellen Zahlen R-g C R* bilden mit Multiplikation eine Gruppe. Die
Exponentialfunktion nimmt nur Werte in R<g an und liefert einen Gruppenhomomorphismus

exp : R — Ry,

denn fiir alle z,y € R gilt
exp(z +y) = exp(z) exp(y).
Dies ist sogar ein Isomorphismus. Die Umkehrabbildung ist der natiirliche Logarithmus.

Proposition 1.22. Es gilt:

(1)  Die Komposition von Gruppenhomomorphismen ist wieder ein Gruppenhomomorphismus.

(2)  Die Identitdt ist ein Gruppenhomomorphismus.

(8)  Ein bijektiver Gruppenhomomorphismus hat eine links- und rechtsinverse Abbildung beziig-
lich der Komposition, welche selbst Gruppenhomomorphismus ist.

Beweis. (1) Seien g : G — H und f : H — K Gruppenhomomorphismen. Dann gilt fiir alle
a,be G fir h= fog, dal

h(ab) = f(g(ab)) = f(g(a)g(b)) = f(g(a))f(g(b)) = h(a)h(b),
und damit ist A auch ein Gruppenhomomorphismus.

Aussage (2) ist trivial.

(3) Sei f : G — H bijektiver Gruppenhomomorphismus. Dann gibt es f~! : H — G als
Mengenabbildung mit der Eigenschaft fo f~! =idy und f~!o f = idg. Es bleibt zu zeigen, daf§
f~1 ein Gruppenhomomorphismus ist. Dazu benutzen wir die Bijektivitit von f und beschreiben
zwei beliebige Elemente z,y € H durch a,b € G als = f(a), y = f(b). Wir rechnen nun

FHxy) = (@) f(0) = f7H(f(ab)) = ab =~ (2) [ (y),

und dies weist f~! als Gruppenhomomorphismus aus. O

Korollar 1.23. Die Menge Aut(G) aller Automorphismen einer Gruppe G ist beziiglich der
Komposition eine Gruppe. U

Beispiel 1.24. Sei p eine Primzahl und F,, = Z/pZ der Kérper mit p Elementen. Sei n eine natiir-
liche Zahl. Die Skalarmultiplikation auf dem [Fj-Vektorraum ) wird schon durch die Addition
der zugrundeliegenden abelschen Gruppe erklart. Genauer, sei v € I} ein Vektor, und sei der
Skalar o € [F,, repréasentiert durch a € N, dann ist av durch
o =vV+...+0
—_——
a-mal
erklart. Dies hat zur Folge, daf F)-lineare Abbildungen von F,-Vektorraumen dasselbe sind wie

Gruppenhomomorphismen der zugrundeliegenden abelschen Gruppen. Die Vertriglichkeit mit
der Skalarmultiplikation ist automatisch. Daraus folgt

Aut(F?) = GL,(F,).

UBUNGSAUFGABEN zU §1

Ubungsaufgabe 1.1. Zeigen Sie, dak in einer Gruppe G fiir Elemente g1, ..., g, € G die Verkniip-
fung

gr---9gr
von der konkret gewahlten Klammerung unabhéngig ist.

Ubungsaufgabe 1.2. Seien g1, ..., g, Elemente einer kommutativen Gruppe G. Zeigen Sie, daf
fiir jede Permutation o € S, gilt:

9192 ---9r = 9o(1)95(2) - - - Jo(n)-
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Ubungsaufgabe 1.3. Sei G = {e, g} eine Gruppe mit genau zwei Elementen: mit neutralem
Element e und g # e.

(a)  Zeigen Sie, daf dann gg = e gelten muf.
(b)  Finden Sie einen Isomorphismus G ~ Z/27Z.

Bemerkung: Sie zeigen hier, dafs es bis auf Isomorphismus genau eine Gruppe mit zwei Ele-
menten gibt. Dariiberhinaus ist selbst der Isomorphismus zwischen zwei Gruppen der Ordnung
2 eindeutig.

Ubungsaufgabe 1.4. In der Regel gilt fiir Elemente ¢, h € G und n € Z nicht
(gh)™ = g"h".

Finden Sie ein Beispiel. Zeigen Sie, wenn dies fiir n = —1 und g, h gilt, dann kommutieren g, h,
und dann gilt die Gleichung bereits fiir alle n € Z.

Ubungsaufgabe 1.5. Sei G eine Gruppe und p : G x G — G die Komposition. Zeigen Sie, daf p
denau dann ein Gruppenhomomorphismus ist, wenn G abelsch ist.

Ubungsaufgabe 1.6. Sei G eine endliche Gruppe. Zeigen Sie, daR dann auch Aut(G) eine endliche
Gruppe ist.

2. UNTERGRUPPEN

In diesem Kapitel betrachten wir Teilmengen einer Gruppe, die selbst mit der gegebenen
Gruppenverkniipfung Gruppen sind.

2.1. Das Untergruppenkriterium. Ein erstes Verstdndnis einer Gruppe erlangt man durch
das Studium ihrer inneren Struktur, etwa ihrer Untergruppen.

Definition 2.1. Eine Untergruppe einer Gruppe G ist eine Teilmenge U C G, so dals fiir alle
g,h € U auch gh € U und U mit der Einschrankung

UxU—U
(g, h) = gh
der Verkniipfung von G selbst eine Gruppe ist.

Bemerkung 2.2. Der zweite Teil der Definition ist nur aufgrund des ersten Teils wohldefiniert:
die Einschrankung der Verkniipfung auf U x U C G x G ist nur dann eine Verkniipfung auf U,
also mit Werten in U, wenn man dies zuerst gefordert hat.

Notation 2.3. Wir werden eine Untergruppe U einer Gruppe G oft durch U < G oder U < GG
bezeichnen. Diese Notation ist aber nicht allgemeingiiltiger Standard.

Beispiel 2.4. (1)  Die positiven reellen Zahlen mit Multiplikation bilden eine Untergruppe
R>0 g RX .

(2) Sein € Z. Die Menge nZ der durch n teilbaren ganzen Zahlen ist eine Untergruppe

nZ={a€Z; a=nxfireinz ecZ} CZ.

(3) In jeder Gruppe G sind die triviale Gruppe {e} und die ganze Gruppe G Untergruppen.

(4) Die Teilmenge
{£1} cQ”

ist eine Untergruppe (das ist gerade Z*, vgl Kapitel §6).

(5) Die rationalen Matrizen GL,,(Q) C GL,(R) sind eine Untergruppe. Allgemeiner haben wir
fiir eine beliebige Korpererweiterung K C L die Untergruppe

GL,(K) € GL,(L).
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Die orthogonale Gruppe
On(K)={A€M,(K); A'A=1,}

ist eine Untergruppe von GL,,(K).
Die Menge Aff'(K) = K* x K kann man als invertierbare affin-lineare Transformationen
des 1-dimensionalen Vektorraums K begreifen. Ein (a,b) € Aff'(K) beschreibt

x — azr +b.
Die Komposition von Abbildungen definiert eine Verkniipfung auf Aff!(K):
(ax +b) o (cx +d) = (a(cx + d) + b) = acz + ad + b,
also
(a,b)(c,d) := (ac,ad +b).

Dies ist die affin-lineare Gruppe in Dimension 1 (Ubung!). Die Teilmengen

U={(a0); ac K*}
ist eine Untergruppe isomorph zu K* und

V ={(0,b); be K}

ist eine Untergruppe isomorph zu (K, +).
Die Menge Aff"(K) = GL,(K) x K™ kann man als invertierbare affin-lineare Transforma-
tionen Vektorraums K™ begreifen. Ein (A,b) € Aff"(K) beschreibt

x+— Ax +b.
Die Komposition von Abbildungen definiert eine Verkniipfung auf Aff"(K):
(Az +b)o (Cx+d) = (A(Cx+d)+b) = ACx + Ad + b,

also

(A,0)(C,d) := (AC, Ad + b).
Dies ist die affin-lineare Gruppe in Dimension n (Ubung!). Die Teilmengen

U={(A,0); Ae GL,(K)}
ist eine Untergruppe isomorph zu GL,(K) und

V ={(0,b); be K"}

ist eine Untergruppe isomorph zu (K", +).
Sei K ein Korper, sei V' ein K-Vektorraum und sei U C V ein Untervektorraum. Dann ist
(U, +) eine Untergruppe von (V,+).

Lemma 2.5. Sei U < G eine Untergruppe.

(1)  Das neutrale Element von G ist auch das neutrale Element von U.
(2) Seiu €U und u~! das zu v in G inverse Element. Dann ist u=" € U und in U das zu u

inverse Element.

Beweis. (1) Sei ¢ € U neutrales Element fiir die Gruppe U. Aus ee = ¢ in U folgt mit Lem-
ma 1.18, daf € auch neutrales Element von G ist.

(2) Sei u € U beliebig, u~! das inverse Element in G und v € U das inverse Element in U.

Dann gilt (mit (1))

' =ule=u"t(w) = (v u)w=ev=0veU. O
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Notation 2.6. Fiir Teilmengen A, B C G einer Gruppe G und ein Element g € G vereinbaren
wir die Notationen

AB:={ab; a€ A,b € B},
gA:={ga; a € A},
Ag :={ag; a € A},
AV ={a7t; a € A}

Analog zum Unterraumkriterium fiir Untervektorrdume gibt es wie folgt ein Kriterium zum
Nachweis, ob eine Teilmenge eine Untergruppe ist.

Proposition 2.7 (Untergruppenkriterium). Sei U eine Teilmenge einer Gruppe G. Es bezeichne
e € G das neutrale Element. Dann sind dquivalent:
(a) U ist Untergruppe.
(b) Esgiltec U, sowieUU CU und UL CU.
(c) U ist nicht leer und fiir alle u,v € U folgt uv=" € U.
Beweis. Wir zeigen im Ringschluf (a) = (b) = (¢) = (a).
(a) = (b): Es gelte Aussage (a). Dann enthélt U das neutrales Element nach Lemma 2.5.

Und per Defintion gilt UU C U. Nach Lemma 2.5 sind das Inverse in G und das Inverse in U
fiir w € U dasselbe. Also folgt, da auch U~ C U.

(b) = (c): Es gelte Aussage (b). Wegen e € U ist U nicht leer. Weiter schliefen wir fiir
beliebige u,v € U auf

wlewU ™ CuwlU CUUCU,
also gilt Aussage (c).
(¢) => (a): Es gelte Aussage (c). Da U nicht leer ist, gibt es ein u € U. Damit auch
e=uu"t €U.

Fiir ein beliebiges v € U gilt dann

vi=evte U,

somit U~! C U. Damit folgt fiir beliebige u,v € U, dak
wo =u(v ) teU.

Die nun wohldefinierte Einschrénkung U x U — U der Verkniipfung G x G — G ist weiterhin
assoziativ, besitzt ein neutrales Element, da wir schon e € U gelernt haben, und jedes u € U
hat Inverse in U, da wir U~! C U verifiziert haben. Damit ist U eine Untergruppe. U

Fiir die Gruppe (Z, +) haben wir einen vollstindigen Uberblick iiber alle Untergruppen.
Satz 2.8 (Die Untergruppen von Z). Jede Untergruppe von 7Z ist von der Form
nZ ={na; a €L}
fur ein eindeutiges n € Ny.

Beweis. Die Teilmengen nZ erfiillen das Kriterium aus Proposition 2.7, denn mit na,nb € nZ
ist auch

na + (—nb) = n(a — b) € nZ.

Daher ist nZ Untergruppe.
Sei also umgekehrt U C Z eine Untergruppe. Wir betrachten die positiven Elemente in U:

P={geU; g>0}
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Dann gilt U = PU{0} U—P, wobei —P die additiven Inversen zu den Elementen aus P enthaélt.
Entweder gilt P = ), und dann ist U = {0} = 0Z. Oder es gilt P # (), und dann gibt® es ein
minimales Element in P

n = min P.
Mit n € U ist auch n +n =2n,n+n+n = 3n,... € U, insgesamt gilt sicher
nZ C U.

Wir zeigen nun die umgekehrte Inklusion. Sei dazu g € U beliebig. Division mit Rest von g
durch n liefert ¢,r € Z mit 0 < r < n und

g=qn-+r.

Mit g ist auch r = g—ng € U. Wenn r > 0 gelten wiirde, dann wére € P, was der Konstruktion
von n als Minimum von P widerspricht. Daher muf » = 0 und damit g = ng € nZ gelten. Dies
zeigt U C nZ und damit U = nZ. U

Lemma—Definition 2.9. Das Zentrum einer Gruppe G ist die Untergruppe
Z(G)={g€G; firalleheqG gilt gh=hg}
derjenigen Elemente, die mit allen Gruppenelementen kommutieren.

Beweis. Wir miissen zeigen, dafs Z(G) eine Untergruppe ist. Dies folgt sofort aus dem Unter-
gruppenkriterium Proposition 2.7.
Wegen 1 € Z(@G) ist das Zentrum nicht leer. Wenn a,b € Z(G), dann gilt fiir alle z € G-

(ab)x = a(bx) = a(xb) = (ax)b = (xa)b = x(ab),

also auch ab € Z(G). Weiter gilt auch ¢~ € Z(G), denn
otz =atz(aa™t) = a Y (za)a!

Beispiel 2.10. (1) Das Zentrum einer abelschen Gruppe A ist Z(A) = A.

(2) Sein > 3. Dann ist das Zentrum der symmetrischen Gruppe Z(S,,) = 1 die triviale Gruppe.
Das ist hier eine Ubungsaufgabe und wird spiter als Korollar bewiesen.

(3) Sei K ein Korper und n > 1. Das Zentrum von GL,,(K) besteht genau aus den Diagonal-
matrizen mit konstanter Diagonale aus K. Als Gruppe ist das Zentrum isomorph zu K*
via K* — Z(GL,(K)) definiert durch A — X - 1,,.

=a Yaz)a " = (¢ ta)za! = za L. O

2.2. Homomorphismen und Untergruppen.

Proposition 2.11. Sei f : G — H ein Gruppenhomomorphismus und U C G und V C H
Untergruppen. Dann sind f~1(V) C G und f(U) C H Untergruppen.

Beweis. Dies folgt sofort aus dem Untergruppenkriterium Proposition 2.7. Wir behandeln zuerst
F7HV). Aus f(1) =1 €V folgt 1 € f~1(V) ist nicht leer. Aus a,b € f~1(V) folgen

flab) = f(a)f(b) €V,
fla™) = fla)™ eV,

also ab,a™!' € f~1(V). Damit ist f~!(V) eine Untergruppe von G.
Nun behandeln wir f(U). Wegen 1 € U folgt 1 = f(1) € f(U). Zua,b € f(U) gibt es z,y € U
mit a = f(x),b = f(y). Dann gelten

ab = f(z)f(y) = f(zy) € f(U),
-1 -1 -1
a” = f(x)” =fl@) € f(U),
6Das ist nicht so trivial, wie es scheint. Die Existenz eines minimalen Elements in einer nichtleeren Teilmenge
von N nennt man die Eigenschaft der Wohlordnung. Dies ist eine Eigenschaft der natiirlichen Zahlen, die aus den

Peano Axiomen folgt, und zwar insbesondere aus dem Induktionsaxiom. Man kann das Axiom der vollstdndigen
Induktion ersetzen durch (1) N ist wohlgeordnet und (2) jede natiirlichen Zahl # 0 hat einen Vorgénger.
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so dak f(U) nach dem Untergruppenkriterium Proposition 2.7 eine Untergruppe in H ist. [

Definition 2.12. Sei f : G — H ein Gruppenhomomorphismus.
(1) Der Kern von f ist die Untergruppe von G

ker(f) = {0 € G ; flg) =1} = (1),
(2) Das Bild von f ist die Untergruppe von H
im(f) ={h € H; esgibt ein g € G mit f(g) =h}= f(G).
Kern und Bild sind Untergruppen nach Proposition 2.11.
Beispiel 2.13. (1) Der Einheitskreis S' = {z € C* ; |2|] = 1} C C* ist der Kern des

Betragshomomorphismus
||: C* = R”, z 7]
und damit eine Untergruppe. Das Bild ist die Gruppe R~ der positiven reellen Zahlen

mit Multiplikation.
(2) Seim >1 eine natiirliche Zahl. Die alternierende Gruppe

Ay, ={o €S, ; sign(o) =1}

ist der Kern des Signum-Homomorphismus und damit eine Untergruppe von S,.
(3) Sein € N und sei K ein Korper. Die spezielle lineare Gruppe der Dimension n

SLn(K) = {A € GLo(K) ; det(A) =1}

ist der Kern des Homomorphismus Determinante det : GL,,(K) — K*. Aus

A0 ... 0

det 0 1 0 =\
: . .0
0O ... 0 1

folgt im(det) = K*.
Die folgende Proposition ist analog zu einer Aussage iiber lineare Abbildungen.

Proposition 2.14. Der Gruppenhomomorphismus f : G — H ist injektiv genau dann, wenn
ker(f) = {1}.

Beweis. Wenn f injektiv ist, dann folgt aus g € ker(f), also f(g) = 1 = f(1) bereits g = 1.
Somit gilt ker(f) = {1}.

Sei umgekehrt ker(f) = {1}. Seien a,b € G mit f(a) = f(b). Dann ist ab~! € ker(f), weil
flab™Y) = f(a)f(b)~! = 1. Damit folgt ab~' = 1, also a = b und f ist injektiv. O

Proposition 2.15. Sei f : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Die Abbildungen U — f(U)
und V + f~1(V) sind zueinander inverse Bijektionen der Mengen von Untergruppen
{UCG: ker(f) CUY = {VCH; VCf(G)}

Beweis. Nach Proposition 2.11 sind U + f(U) und V + f~1(V) wohldefiniert, d.h., die Bild-
bzw. Urbildmenge ist eine Untergruppe der geforderten Form.
Sei V C f(G) eine Untergruppe von H. Dann ist

fEHV) =V,

weil dies bereits fiir eine Teilmenge von f(G) gilt. Die Bedingung V' C f(G) sorgt dafiir, dafs
jedes Element von V auch im Bild von f~!(V) enthalten ist.
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Sei U C G eine Untergruppe mit ker(f) C U. Dann ist per Definition

UC ).
Es bleibt zu zeigen, dafl jedes x € f~1(f(U)) aus U kommt. Wegen f(x) € f(U) gibt es a € U
mit f(z) = f(a). Dann ist za~! € ker(f) und somit wegen ker(f) C U auch

= (za aeU. O
Bemerkung 2.16. Der Gruppenhomomorphismus f : G — H bildet G nach H wie im Diagramm

{e} C ker(f) C G ;
v v

{e} C im(f) € H

ab. Dabei zeigt Proposition 2.14, daf beziiglich Untergruppen zwischen ker(f) und G das ,,glei-
che” passiert, wie zwischen {e} und im(f).

2.3. Schnitt, Vereinigung und Erzeuger. Untergruppen vertragen sich mit Schnitten.

Lemma 2.17. Sei G eine Gruppe, I eine Menge und fiir jedes i € I eine Untergruppe U; < G
gegeben. Dann ist der Schnitt eine Untergruppe von G:

U=(\Ui={g€G; g€ firalleiclI}
i€l
Beweis. Wir weisen Proposition 2.7(c) nach. Zuerst enthélt jede Untergruppe U; das neutrale
Element e € G. Daher ist e € U und U nicht leer.
Fiir u,v € U gilt u,v € U; fiir alle i. Damit nach Proposition 2.7(c) auch uv=! € U;, und
somit uv~! € U. (Hier ist wesentlich, daf das Inverse v~! in allen Untergruppen U; dasselbe
Element ist, denn es stimmt mit dem Inversen aus G tiberein.) U

Bemerkung 2.18. Lemma 2.17 funktioniert auch im Fall einer leeren Indexmenge I = (). Die
Bedingung g € U; fiir alle ¢ € I ist dann eine leere Bedingung, denn es gibt keine Untergruppe,
die das Element g einschrinken konnte. Daher ist in diesem Fall der Schnitt gleich G selbst.

Bei der Vereinigung ist die Situation spezieller.

Lemma 2.19. Sei G eine Gruppe, und fiir jedes i € N eine Untergruppe U; < G gegeben, so
daf$ diese eine aufsteigende Kette

UpCU,CU3C...CU; CUi+1 C ...
bilden. Dann ist die Vereinigung eine Untergruppe von G:
v=Ju.
€N
Beweis. Wir weisen Proposition 2.7(c) nach. Zuerst ist U nicht leer, denn das neutrale Element
von G ist in U; (sogar fiir jedes i).

Fiir u,v € U gibt es ¢,j € N mit u € U; und v € U;. Wenn k > max{3, j}, dann ist u,v € Uy,
alsouwv € U, CU und vt € U, C U. O
Definition 2.20. Sei G eine Gruppe und S C G eine Teilmenge. Die von S erzeugte Unter-
gruppe (S) C G ist definiert tiber die folgenden zwei Eigenschaften:

(1) (S) C G ist eine Untergruppe von G, die S enthélt,
(ii)  jede Untergruppe U C G mit S C U, enthilt auch (S).

Die Elemente von S heifsen Erzeuger von ().
Sei T C G eine Teilmenge. Wir definieren 7° = {1} und fiir alle n > 1 rekursiv

T =T -T" ' ={t;-...-t,; t;eTfirallei=1,...,n}=T-...-T.
N’

n-mal
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Proposition 2.21. Sei G eine Gruppe und S C G eine Teilmenge. Dann ist (S) wohldefiniert
und hat die folgenden zwei Beschreibungen (mit T = S U S™!):

(S) = N U=|J1"

SCU, UCG Untergrp. n>0

Beweis. Wir miissen zeigen, dak es eine Untergruppe (S) mit den in der Definition geforderten
Eigenschaften gibt. Sei
H= N U.

SCU, UCG Untergrp.

Der Schnitt H ist als Schnitt von Untergruppen nach Lemma 2.17 selbst eine Untergruppe.
Offensichtlich gilt S C H. Es ist {iber jede Untergruppe U, die S enthélt, zu schneiden, also gilt
H C U. Damit erfiillt H die Forderungen fiir (S).

Angenommen, H und H' erfiillen die Forderungen aus Definition 2.20. Dann ist S C H wegen
(i), und somit folgt aus (i) auch H" C H. Gleiches gilt mit vertauschten Rollen, also H = H'.
Die Gruppe (S) ist somit eindeutig durch (i) und (ii) beschrieben.

Wir zeigen nun die zweite Beschreibung. Die Menge
H=|J1"
n>0
ist nicht leer (wegen der Konvention fiir 7°) und abgeschlossen unter der Gruppenverkniipfung
™. Tm =7T"m,

DaT=85SUS1!t=(S1uS)t=7T""und

(gr-ogn) =gt gt

ist (I™)~! C T™ und H auch abgeschlossen unter Inversenbildung. Damit ist H nach Pro-
position 2.7 eine Untergruppe. Die Forderungen (i) und (ii) aus Definition 2.20 sind von H
offensichtlich erfiillt. Aufgrund der Eindeutigkeit gilt dann auch H = (S). (]

Definition 2.22. Ein Erzeugendensystem fiir eine Gruppe G ist eine Teilmenge S C G mit
(S)=aG.
Kann man fiir G eine endliche Menge S finden mit G = (S), dann nennt man G endlich

erzeugt.

Beispiel 2.23. (1) Sei n € Z. Dann ist (n) = nZ.
(2)  Wir betrachten nun die Menge S = {15,21} in der Gruppe Z. Die Gruppe (15, 21) enthalt
auch

6=21-15
und daher
3=15—-6—6.
Wegen 3 € (15,21) folgt
3Z = (3) C (15,21) C 3Z,

also Gleichheit (15,21) = 3Z. Die vorgefiihrte Rechnung ist nichts anderes als der euklidi-
sche Algorithmus, siehe Kapitel 10.2.
(3) Allgemeiner gibt es zu ay,...,a, € Z nach Satz 2.8 ein eindeutiges d > 0 mit

(a1,...,an) = dZ.

Dieses d ist der grofite gemeinsame Teiler der ay, ..., a,, siche Kapitel 10.1.
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(4) In der Theorie der Determinante nutzt man aus, daf die Antisymmetrie beziiglich Vertau-
schung von Spalten zur allgemeinen Symmetrie mit Vorzeichen durch sign(o) fiir beliebige
Elemente o € S, der symmetrischen Gruppe fiihrt. Das begriindet man damit, dafs man
jede Permutation als Komposition von Zweiervertauschungen (Transpositionen) schreiben
kann (man denke an den Sortieralgorithmus Bubblesort). Die Menge der Transpositionen
in Sy, ist ein Erzeugendensystem von S,,.

Beispiel 2.24. Der klassische Rubik’s Cube mit der Kantenldnge aus 3 Elementarwiirfeln hat auf
seinen 6 Flichen insgesamt 6 - 32 = 54 Farbkacheln. Als Spielzug kann man eine Vierteldrehung
einer jeder der 6 Seitenflichen des Wiirfels ausfiihren (eine Drehung einer Mittelebene entspricht
der Drehung beider dazu parallelen Seitenfichen in die entgegengesetzte Richtung). Ein solcher
Spielzug permutiert die 54 Farbkacheln auf eine charakteristische Weise: jeder Spielzug entspricht
einer Permutation in Ss4. Wir definieren, jeweils als Vierteldrehung im Uhrzeigersinn (bei Beob-
achtungsrichtung von Aufien auf die entsprechende Seite), der Seitenflachen L(inks), R(echts),
V(orne), H(inten), O(ben) und U(unten) Elemente

LR, V.H,O,U € Sx4.
Die Inversen Permutationen
LYRYVLH YO LU e Sy

entsprechen den Vierteldrehungen um die jeweilige Seitenflache in Richtung entgegen dem Uhr-
zeigersinn. Die Gruppe des 3 x 3 x 3 Rubik’s Cube ist

H3 = (L,R,V,H,O,U) C Ss4.

Jede Abfolge von Spielziigen hat einen Effekt auf die 54 Farbkacheln, der durch ein Gruppenele-
ment aus %3 beschrieben wird. Ein den Regeln entsprechend verdrehter Wiirfel entspricht einem
Element g € %3, welcher die Ziige in aufmultiplizierter Form enthélt, die bei der Verdrehung
aus dem geldsten Originalzustand benutzt wurden. Eine Losung entsteht durch eine Abfolge von
Drehungen

Xi,..., X,
mit flirallez=1,...,n
X, e {L,R,V,H,0,U, L7 R\ v-L g7 o7t U1

so daR
XnXp_1-- 'Xlg =id € Ss4

das neutrale Element wird.
Die Anzahl der Stellungen, in die man einen klassische Rubik’s Cube verdrehen kann ist nichts
anderes als die Ordnung

| %3]

Die Beschreibung von %5 als Untergruppe von Ss4 ist noch relativ grob. So beriicksichtigen
wir nicht die Geometrie des Problems: es gibt Mitten-, Kanten-, und Eckwiirfel, die von den
Spielziigen in ebensolche transformiert werden, und die Farbkacheln in Blécken zu 1, 2 und 3
beieinander halten. Eine prézisere Beschreibung erlaubt die Bestimmung der Ordnung von Zs.

Bemerkung 2.25. Ist zu einer Gruppe G ein Erzeugendensystem S C GG gegeben, dann stellt sich
als nichstes die Frage nach einer vollstdndigen Liste von Relationen, das ist eine ausreichende
Liste von Wortern aus 7' = S U S™!, die in G alle zum neutralen Element verkniipfen und
erkldren kénnen, wenn zwei Worter in G zum gleichen Element komponieren.

Hier treffen wir auf das Wortproblem, das da fragt, ob ein Wort im Alphabet T'= S U S~}
mittels einer Liste von Relationen R als zum trivialen Element in G komponierend erkannt
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werden kann. Im Jahr 1952 wurde von Nowikow’ (und unabhingig davon von Boone) bewiesen,
daf das Wortproblem keine algorithmische Losung erlaubt.
Das Verstédndnis von Gruppen muf also auf einem anderen Wege angestrebt werden.

Proposition 2.26. Sei f : G — H ein Gruppenhomorphismus und S C G eine Teilmenge.
Dann st

F(8)) = (f(9))-
Beweis. Das ist trivial in der Beschreibung (S) = U, 7" mit T =S U S—1

FT)=FS)UFS)™  f(T™) = (F(T)". O

UBUNGSAUFGABEN ZU §2

Ubungsaufgabe 2.1 (Quaternionen). Sei H C My(C) die Menge der Matrizen

z —w
w oz
mit z,w € C beliebig. Zeigen Sie, daf H* = H \ {0} eine Untergruppe von GLo(C) ist.

Ubungsaufgabe 2.2 (Quaternionengruppe). Wir betrachten die Teilmenge Qg C H* derjenigen
Quaternionen

Z —w

w oz

mit z =0 und w € {£1,+i} oder w = 0 und z € {£1, +i}. Zeigen Sie, daf Qg eine Untergruppe
aus 8 Elementen ist, die von Elementen

() () ()

erzeugt wird, wobei

und
ij =
Bestimmen Sie die Ordnung der Elemente von Qs.
Ubungsaufgabe 2.3. Sei G = Gy x G das Produkt zweier Gruppen G1 und Gs. Zeigen Sie, daf
Z(G) = Z(Gy) x Z(G2).

Ubungsaufgabe 2.4. Sei m > 1 eine natiirliche Zahl und K ein Korper. Bestimmen Sie das
Zentrum von GL, (K).

Ubungsaufgabe 2.5. Sei n > 1. Wir definieren die Abbildung (—)' : GL,,(K) — GL,(K) durch
At = (A7H

Zeigen Sie, daf es sich um einen Automorphismus von GL, (K) handelt und bestimmen Sie seine
Ordnung als Element von Aut(GL,(K)).

7Pjotr Sergejewitsch Nowikow, 1901-1975, russischer Mathematiker.
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Ubungsaufgabe 2.6. Unter SLy(Z) verstehen wir die Teilmenge von SLy(R) bestehend aus Ma-
trizen mit Eintragen aus Z:

SLo(Z) = {A: ( Z 2) ; det(A) =1, a,b,c,deZ}.

Zeigen Sie, daf SLa(Z) eine Untergruppe ist und von den beiden Matrizen
1 1 1 0
0 1 11

Ubungsaufgabe 2.7. Seien f; : Gi — H und fo : Go — H Gruppenhomomorphismen. Das
Faserprodukt von G; und Gy iiber H (entlang der Gruppenhomomorphismen f; und f2) ist die
Untergruppe von G x Go gegeben durch

G1 xg Go:={(g1,92) € G1 X G2 ; f1(g1) = fa(g2)}-

(a)  Zeigen Sie, dakk G; x g G2 wie behauptet eine Untergruppe von G X Gy ist.

(b)  Zeigen Sie, daf die Projektionen pr; : Gy xg Ga — G; definiert durch pr;(g1,92) = ¢;
Gruppenhomomorphismen sind.

(¢)  Sei T eine Gruppe und seien ¢; : T — G; fir i = 1,2 Gruppenhomomorphismen mit
fiop1 = fa oy als Gruppenhomomorphismen T' — H. Zeigen Sie, dafl es genau einen
Gruppenhomomorphismus ¢ : T'— G x g G2 gibt mit ¢; = pr; op fiir ¢ = 1, 2.

erzeugt wird.

Ubungsaufgabe 2.8. Sei n > 1 und sei K ein Korper. Zeigen Sie, daff die Menge aller Element-
armatrizen Fjj(a) (auf der Diagonale 1 und genau ein von Null verschiedener Eintrag o abseits
der Diagonale an Position (4, 7)) mit ¢ # j die Gruppe SL,,(K) erzeugt.

Tipp: Denken Sie an das Gaufssche Eliminationsverfahren. Des weiteren ist die folgenden
Rechnungen hilfreich

(o) (V) (o )= ().
() Cam 0)= (" ),

3. ORDNUNG UND ZYKLISCHE GRUPPEN

In diesem Kapitel betrachten wir Potenzen eines Gruppenelements. Dies fiihrt zum Begriff
der Ordnung des Elements und der vom Element erzeugten Untergruppe.

3.1. Die Potenzen eines Elements. In multiplikativer Schreibweise kann man Gruppenele-
mente potenzieren.

Definition 3.1. Sei g € G ein Element einer Gruppe G mit neutralem Element 1. Wir setzen
¢ =1 und dann fiir n > 1 rekursiv
g"=9""-y,
gfn — gf(nfl) . gfl‘

ist doppelt, aber konsistent definiert. Fiir n > 1 ergibt sich

g"=¢g-...-g und gfnzgfl...ug*l.
—_—— —

n-mal n-mal

Die Notation g~

Lemma 3.2. Sei g € G ein Gruppenelement. Fir alle n € Z gilt

gt =g"g.
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Beweis. Fiir n > 0 gilt dies per Definition. Fiir n < 0 setzen wir n = —m mit m > 0 und
rechnen

gt = gf(mfl) _ gf(mfl) (g g) = (g*(mfl) ,g—l) g=g m-g=4g"-g. O

Die iiblichen Potenzregeln mit fester Basis gelten, denn diese spiegeln nur die Abzdhlkombi-
natorik von Faktoren wider.

Proposition 3.3 (Potenzgesetze). Sei g € G ein Gruppenelement und n,m € Z. Dann gelten
(1) ¢°=1undg" =y,

(2) g"-gm=g"tm,

(3) g =(g")"",

(4) (g")" =g"".

Beweis. Das ist trivial. Formal gelingt der Beweis am besten durch Fallunterscheidung nach den

Vorzeichen von n und m sowie durch vollstdndige Induktion. Die Aussage (1) folgt direkt aus
der Definition.

Wir beweisen (2) per Induktion nach |m/|. Der Induktionsanfang hat m = 0 und gilt trivialer-
weise: g" - g = g" -1 = ¢g" = ¢"*0. Wir nehmen nun an, daf (2) in allen Fillen mit kleinerem
|m| gilt. Es gibt nun zwei Fille je nach Vorzeichen von m:

e m > 1. Wir verwenden die Induktionsannahme fiir n und m — 1:
gn . gm—l — gn+m—1
Dann rechnen wir mit Lemma 3.2
g gt =g" (") =" 9" ) 9=y
o m < —1. Wir verwenden die Induktionsannahme fiir n und m + 1:
gn . gm+1 _ gn+m+1
Dann rechnen wir mit Lemma 3.2
(" g™ -9=¢"-(g"9) =gt =gty
Durch Multiplikation mit g~! von rechts ergibt sich die Behauptung.
Jetzt beweisen wir (3). Nach Proposition 1.13 reicht die Rechnung (mittels (2))

n+m—1 _ nt+m
‘9=4g .

m

— gn . gm+1

gfn 'gn — gfnJrn _ gO 1.
Aussage (4) beweisen wir zunéchst per Induktion nach m fiir m > 0. Der Fall m = 0 ist trivial
und die Rechnung
(gn)m—i-l _ (gn)m . gn _ gnm . gn _ gnm-‘rn _ gn(m+1)
zeigt den Induktionsschritt.
Der Fall m < 0 wird durch zweimaliges Anwenden von (3) auf den Fall m > 0 zuriickgefiihrt:

(9" = (")) = (") =g O
Korollar 3.4. Sei G eine Gruppe und g € G ein Element. Die Abbildung
p:7— G, o(a) = g*
ist ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Das ist genau das Potenzgesetz o(n +m) = ¢g"t™ = g" - ¢" = p(n)p(m) von Proposi-
tion 3.3 (2). O

Bemerkung 3.5. Man beachte hingegen, daf in der Regel fiir g,h € G und n € Z
(gh)" # g"h".
Per Induktion nach n zeigt man: aus gh = hg folgt (gh)™ = ¢g"h™ fiir alle n € Z.
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Bemerkung 3.6. In einer abelschen Gruppe A verwenden wir fiir a € A und n € Z anstelle der
Potenzschreibweise a™ die additive Notation

Damit ist fiir n > 1
na=a+...+a und (—n)a=(—a)+...+(—a).
—

n-mal n-mal

In der Notation halten wir uns an Punkt- vor Strichrechnung und sparen so Klammern.
Proposition 3.3 iibersetzt sich in die erwarteten Assoziativ- und Distributivgesetze: fiir alle
a,b e Aund n,m € Z gilt

(n-m)a =n(ma),
(—n)a = —(na)
(n +m)a = na + ma.
Da A kommutativ ist, gilt zudem auch noch das andere Distributivgesetz
n(a + b) = na + nb.

3.2. Die Ordnung. Die Ordnung eines Elements g gibt Auskunft iiber die Periode der Wie-
derholungen in der Folge (¢")n>0 der Potenzen.

Definition 3.7. Die Ordnung eines Elements g einer Gruppe G ist
min{n € Nyn >0; ¢" =1} falls es ein n > 0 gibt mit ¢g" =1,
ord(g) :=

00 sonst.
Wenn ord(g) = oo gilt, so hat g unendliche Ordnung, andernfalls hat g endliche Ordnung.
Beispiel 3.8. (1) Betrachten wir das Element 1 € Z. Dann ist fiir n € Z

n-1=n,

also hat 1 unendliche Ordnung: ord(1) = cc.
(2) Betrachten wir das Element [1] € Z/nZ. Dann ist fir alle m € Z

(1] = m),

also ord([1]) = n.
(3) Betrachten wir das Element o € S,,, das die Elemente 1,2, ..., n zyklisch permutiert:

o(i)=i+1 (mod n),
oder als Permutation in Form einer Wertetabelle:
> (1 2 - n—1 n)
2 3 .- n 1
Dann gilt fiir alle ¢ € {1,...,n}
o"(i)=i+r (modn)

und somit ord(c) = n.
(4) Fiir ¢ € R betrachte die Matrix

pom (0 50

in GLy(R), welche eine Drehung um den Winkel ¢ beschreibt. Die Additionstheoreme fiir
Sinus und Cosinus sind gerade dquivalent zur Matrixgleichung

DpDy = Dyt



24 JAKOB STIX

Die Zuordnung ¢ +— D, beschreibt daher einen Gruppenhomomorphismus
Sei n € N und speziell ¢ = 22, Dann ist in GLa(R)

n_ (10
(D27r/n) _D27T_ ( 0 1 )7

aber (Dor/n)™ = Darxm/n # ( (1) (1) > fir alle 0 < m < n. Das Element Dy, /, hat also

die Ordnung n.
(5) Sei K ein Korper und A € GL,(K) die Matrix (der Rest wird mit 0 aufgefiillt)

1
A=
1

Dies beschreibt die lineare Abbildung, welche auf der Standardbasis (eq, ..., e,) durch

Ae; = e;41
(mit dem Index modulo n) wirkt. Es gilt

ord(A) = n,
wie man aus A"e; = e;4, (mit dem Index modulo n) sofort sieht.

Der Beweis von Satz 2.8 iiber die Klassifikation der Untergruppen von Z iibersetzt sich in die
folgende Charakterisierung der Ordnung eines Elements.

Proposition 3.9. Sei G eine Gruppe und g € G ein Element. Sei ¢ : Z — G die Abbildung
v(a) = g% aus Korollar 3./. Dann gilt

ord(g)Z  falls g endliche Ordnung hat,
ker(i) =

{0} falls g unendliche Ordnung hat.

Beweis. Der Kern ker(y) ist eine Untergruppe von Z. Als solche hat ker(y) die Form nZ fir
ein eindeutiges n > 0. Dieser Erzeuger wird im Beweis von Satz 2.8 genau so bestimmt, wie in
Definition 3.7 die Ordnung von g im endlichen Fall:

n € ker(p) < p(n)=1 << ¢"=1. O

Korollar 3.10. Sei g € G und m € Z mit g™ = 1. Dann ist m = 0, wenn ord(g) = oo, oder
ein Vielfaches der Ordnung ord(g), wenn g endliche Ordnung hat.

Beweis. Das folgt sofort aus der Beschreibung von ker(y¢) im Beweis von Proposition 3.9. O
Korollar 3.11. Sei g € G ein Element endlicher Ordnung ord(g) = n. Dann gilt
¢“=¢" < a=b (modn).

Beweis. Wegen g% = g% - (¢*)™' = 1 folgt a — b € ker(p) mit ¢ wie in Proposition 3.9. Aus
ker(y) = nZ folgt die Behauptung. O

Bemerkung 3.12. Sei G eine Gruppe und g € G ein Element. Das Bild der Abbildung ¢(a) = g*
aus Korollar 3.4 besteht aus den Potenzen von g. Nach Proposition 2.21 ist dies auch genau die
von g in G erzeugte Untergruppe. Damit gilt

(9) =im(p) = {g9" ; a € Z}.
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Definition 3.13. Die Ordnung einer Gruppe G ist die Méachtigkeit (die Anzahl der Elemente)
|G|
der zugrundeliegenden Menge G.
Beispiel 3.14. (1)  Die Gruppe Z/nZ hat die Ordnung
|Z/nZ| = n,

denn durch {0,...,n—1} wird ein vollstindiges Vertretersystem fiir die Aquivalenzklassen
modulo n beschrieben.
(2) Sind G und H endliche Gruppen, so ist G x H endlich und |G x H| = |G| - |H|.

Proposition 3.15 (Zwei Bedeutungen von Ordnung). Sei G eine Gruppe und g € G ein Ele-
ment. Dann hat die Untergruppe (g) die Ordnung |(g)| = ord(g), genauer gilt:

(1) Seiord(g) =n endlich. Dann gilt |{(g)| = n = ord(g) und

(9)={¢"=1,9,0%...,9" '}

(2)  Seiord(g) = oo unendlich. Dann gilt fiir alle a,b € Z, daf aus g* = g° bereits a = b folgt,
und |{g)| = ord(g) ist unendlich.

Beweis. (1) Sei ord(g) = n endlich. Mittels Division mit Rest kann man jede ganze Zahl a als
a = qn + r mit 0 < r < n schreiben. Dann ist

g =g9""=(g") g =4
Damit hat (g) die angegebenen Elemente. Es bleibt zu zeigen, daff keine zwei g und ¢® mit
0 <a<b<n—1 gleich sind. Aber aus g = ¢° folgt b — a € nZ sofort aus Korollar 3.11 und
das widerspricht 0 < b —a < n.

(2) Angenommen g% = ¢° mit ganzen Zahlen a # b. Dann ist oBdA b > a und damit g% =1
im Widerspruch zur Definition von ord(g) = oc. O

3.3. Zyklische Gruppen. Die arithmetisch einfachsten Gruppen sind die zyklischen Gruppen.

Definition 3.16. Eine zyklische Gruppe ist eine Gruppe G, fiir die es ein Element g € G
gibt mit
G =(g).

Man sagt, g ist ein Erzeuger und G wird von g erzeugt.

Beispiel 3.17. Die wichtigsten Beispiele von Erzeugern in Gruppen sind die folgenden.

(1) Die Gruppe Z wird von 1 € Z erzeugt und ist somit zyklisch. Auch —1 € Z ist ein Erzeuger,
und es gibt keinen weiteren Erzeuger fiir Z.

(2) Sei n eine natiirliche Zahl. Dann ist die Restklasse von 1 in Z/nZ ein Erzeuger. Zum
Beispiel iiberlege man sich, dafk 1 ein Erzeuger von Z ist, und wegen des surjektiven Grup-
penhomomorphismus Z — Z/nZ auch das Bild ein Erzeuger von Z/nZ. Damit ist

Z/nZ

eine zyklische Gruppe, und zwar der Ordnung n.

(3)  Verschiedene Elemente einer Gruppe konnen diese erzeugen. Zum Beispiel wird Z/3Z so-
wohl von der Restklasse [1] als auch von [2] erzeugt.

(4) In der Gruppe G = Ry der positiven reellen Zahlen mit der Multiplikation als Verkniip-
fung ist fiir jedes feste a # 1 jedes © € G von der Form z = a’ fiir ein geeignetes t.
Trotzdem ist R~ nicht zyklisch, denn wir benétigen ¢ = log(x)/log(a) und das ist in der
Regel nur in R und nicht in Z. Die Untergruppe (a) enthélt nur die ganzzahligen Potenzen
a™ mit n € Z. Also ist (a) # Rsp.
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Satz 3.18 (Struktursatz fiir zyklische Gruppen). Sei G eine zyklische Gruppe. Dann gilt

G~ Z/nZ  wenn |G| =n endlich ist,
Y/ wenn |G| = oo.

Beweis. Da G zyklisch ist, gibt es ¢ € G mit G = (g). Sei ¢ : Z — G der durch ¢(a) = g*
definierte Gruppenhomomorphismus.

Wenn ord(g) = |G| unendlich ist, dann ist ker(¢) = {0} nach Proposition 3.9, also ¢ injektiv
nach Proposition 2.14. Da ¢ sowieso surjektiv ist, handelt es sich bei ¢ um einen Isomorphismus.

Sei nun ord(g) = n endlich. Dann definiert nach Korollar 3.11
¢:Z/nZ —(g),  ¢(la]) =g"

eine wohldefinierte Abbildung. Diese ist offensichtlich surjektiv und ebenso nach Korollar 3.11
injektiv. Somit ist ¢ der gesuchte Isomorphismus G ~ Z/nZ. (]

Bemerkung 3.19. Satz 3.18 kann man spéter leichter als Anwendung des Homomorphiesatz,
Satz 5.15 bekommen.

Wenn man sich in einer Gruppe nur fiir die Potenzen eines Elements ¢ interessiert, dann
besagt Satz 3.18 angewandt auf (g), daf man so tun kann, als ob man in einem der beiden Félle
ist: Z mit g = 1 oder Z/nZ fiir ein n > 0 und g = [1].

Bemerkung 3.20. Sei p eine Primzahl. Die multiplikative Gruppe IF;; des Korpers mit p Elemen-
ten ist eine zyklische Gruppe. Dieses erstaunliche und nichttriviale Resultat (uniform in p) ist ein
grundlegendes Ergebnis der elementaren Zahlentheorie. Ein w € Z, dessen Restklasse [w] € F
ein Erzeuger ist, wird Primitivwurzel genannt. Zu so einer Primitivwurzel gehort ein Isomor-
phismus (die Notation ist rein suggestiv und hat nichts mit dem Logarithmus reeller Zahlen zu
tun!)

log,, : Fyy = Z/(p — 1)Z,
der durch die Gleichung
w8« =g (mod p) fiir alle a € )y

bestimmt ist. Dieser Isomorphismus wird diskreter Logarithmus genannt, weil er invers zum
Exponentialhomomorphismus n — w" ist. Die Wette, daf log,,(a) teuer zu berechnen ist, bildet

die Grundlage fiir die RSA-Verschliisselung.
3.4. Zykelschreibweise. Zykel sind besonders einfache Elemente der symmetrischen Gruppe.

Definition 3.21. Ein Zykel in der Gruppe S, ist eine Permutation o € S,, der folgenden Form.
Es gibt eine Teilmenge, die Tragermenge des Zykels,

A=A{a,...,a,} C{1,...,n}
mit > 2 Elementen, so daf o(b) = b fiir alle b ¢ A und
o(a;) = ajt1,

wobei wir die Indizes modulo 7 betrachten. Die Zahl r = | A| heift Lange des Zykels, der dann
auch r-Zykel genannt wird. Eine Transposition ist ein Zykel der Lange 2.
Als Notation verwenden wir

o= (ay,az,...,a).
Haben mehrere Zykel disjunkte Tragermengen, so spricht man von disjunkten Zykeln.

Bemerkung 3.22. (1) Man beachte, dat die Elemente der Tragermenge im Zykel nicht der
Grofse nach geordnet sein miissen. So bildet der Zykel

(1,4,2) € Sy
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durch
l—w4—2—1und 3—3

ab, wahrend
(1,2,4) € Sy
die folgende andere Abbildung darstellt:
1— 24~ 1und 3~ 3.
(2) Die Notation fiir einen Zykel ist nicht eindeutig. Fiir jedes 2 < ¢ < r ist

(alaa2a .. 'aa’r‘) = (ai7ai+1v sy Qpy, Aty .. )aifl)

als Elemente der symmetrischen Gruppe. Die Reihenfolge der Elemente a; ist wichtig! Aber
bei zyklischer Vertauschung beschreiben wir dasselbe Element der .S,,.

(3)  Nach unserer Definition gibt es keine Zykel der Linge 1. Ubertragen wir die Definition
sinngeméf auf Zykel der Lénge 1, so beschreibt jeder solche die Identitét.

Proposition 3.23. Fiir Zykel in S, gelten die folgenden Regeln:

(1) (ai,...,a;)"t = (ay,...,a1).

(2) (ai,a2,...,a;) = (a1,a,)...(a1,as3)(a1,asz).

(3) sign((a1,asz,...,a.)) = (—1)""1.

Beweis. (1) ist klar. (2) beweisen wir per vollstdndiger Induktion nach r > 2. Fir r = 2 ist

nichts zu tun. Nehmen wir also an, daf fiir r — 1 die Formel bereits gilt. Dann rechnet man
sofort

(a1,ar)...(a1,a3)(a1,a2) = (a1,a,)(ay,ae,...,a,—1) = (a1,a9,...,a,).
Aussage (3) folgt sofort aus (2) durch Zahlen der Transpositionen im Produkt. O

Beispiel 3.24. In der Sg betrachten wir die Permutation
o ( 1 23456 )
6 3 2 1 5 4 )"
Diese bildet die Elemente {1,...,6} wie folgt ab:
l—6—4—1, 2—3—2, 525,
was zu den Zykeln (1,6,4) und (2, 3) fihrt. Man verifiziert sofort
o=1(1,6,4)(2,3) = (2,3)(1,6,4).

Proposition 3.25. Fiir Zykel in S, gelten die folgenden Regeln:

(1)  Disjunkte Zykel kommutieren miteinander.
(2) Isto = z1-...-zs ein Produkt paarweise disjunkter Zykel z; mit Tragermenge A;, dann
gilt fir allei=1,...,s
ola, = zila,
und fir alle j € {1,...,n} \U;_, 4i gilt o(j) = J.

Beweis. (1) Das ist klar: ein Zykel macht nur etwas Nichttriviales auf seiner Tragermenge. Sind
diese disjunkt, so kommutieren die entsprechenden zyklischen Permutationen. In Formeln sieht
das so aus: seien o, € S, Permutationen mit disjunkten Trégermenge A, B C {1,...,n}, das
heiftt o ist auf dem Komplement von A die Identitat (und folglich o(A) = A) und 7 ist auf dem
Komplement von B die Identitét (und folglich m(B) = B). Dann gilt

N o(i) i€A
orm(i) =0 W(l) Z.GB =< w(i) 1€ B
i=a({ 7V 155 ) icB

und genauso fir wo. Damit gilt om = mo wie behauptet.



28 JAKOB STIX

(2) Weil die Triagermengen disjunkt sind, gilt fiir alle ¢ # j
Zjla, =1ida, -
Insbesondere bildet jeder der Zykel A; auf A; ab. Wir kénnen daher rechnen
ola, = z1]a, - zsla, =1da, o zila, - ida, = 24, O

Beispiel 3.26. Die Elemente L und R aus der Rubik’s Cube Gruppe %3 (bzw. analog die Paare
U, O und V, H) bestehen aus Produkten von Zykeln deren Tréger disjunkt sind: die von L sind
in der linken Seitenflache, die von R in der rechten Seitenfliche. Daher kommutieren L und R:

LR = RL.

Satz 3.27. Jede Permutation o € S, ist ein Produkt o = z1 - ... zs von disjunkten Zykeln,
und zwar eindeutig bis auf die Reihenfolge der Zykel. Die Vereinigung der Trdger der z; ist das
Komplement der Fizpunktmenge {j ;o(j) = j} von o.
Beweis. Das beweisen wir per Induktion nach N(o) =n — [{j ;0(j) = j}|. Wenn N (o) = 0 ist,
dann handelt es sich um ¢ = id, und es ist nichts zu tun.
Sei N(o) > 0. Dann gibt es a € {1,...,n} mit o(a) # a. Die Folge ay, = " (a)
a,0(a),o%(a),. ..
nimmt nur endlich viele Werte an, und mindestens 2. Daher gibt es r > s > 0 mit " (a) = o°(a).
Wenden wir 0~*% darauf an, so finden wir a = ¢"7*(a). Sind s,r minimal gewahlt, dann folgt
s=0und r > 1 und
A= {a() =a,al,... ,ar_1}
ist eine Teilmenge von {1,...,n} der Méachtigkeit r. Sei z; der Zykel

z21 = (a07a17 R 7a7’—1)-

Dann ist per Konstruktion o|4 = z1|a. Sei B = {i; i ¢ A} das Komplement von Ain {1,...,n},
und sei og € S,, definiert durch
; o(t) 1€ DB,
71(i) = { 0

) i€ A
Es gilt offensichtlich

0O = 210B
und N(op) = N(o) —r, weil op sich auf B wie o, hingegen auf A wie die Identitdt verhélt. Per
Induktionsvoraussetzung gilt der Satz fiir op. Es gibt also disjunkte Zykel zo, ..., zs mit
OB = 292 ..." Zg,

und die Tréger der z;, ¢ > 2 sind enthalten in B. Weil der Tréager von z; in A liegt, haben die
Zykel z1, ..., zs disjunkte Trager und

O =210 —=2Z21°"22*..."Zg
ist die gesuchte Zerlegung von o. Die Behauptung iiber die Tréager folgt sofort aus der Konstruk-
tion oder Proposition 3.25.

Seien 0 = z1+...-zg und 0 = 2] - ... - z; zwei Zerlegungen wie im Satz. Die Eindeutigkeit der
Zerlegung in disjunkte Zykel bis auf die Reihenfolge der Faktoren folgt aus Proposition 3.25 (2):
demnach sind ndmlich die Tragermengen der Zykeln die Aquivalenzklassen der Aquivalenzrela-
tion

i~y ji< esgibtr € Z mit o"(i) = j.
Sei A eine dieser Aquivalenzklassen und z bzw. 2’ der entsprechende Faktor in der Produktzer-
legung von o. Dann gilt weiter nach Proposition 3.25 (2):

z=olsa=7". O
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Proposition 3.28. Die Ordnung eines Zykels und eines Elements in Form eines Produkts dis-
Junkter Zykel berechnet sich wie folgt:

(1)  Ein Zykel der Linge r hat die Ordnung r.
(2) Seio €S, das Produkt von paarweise disjunkten Zykeln der Lingen r1,...,7s. Dann gilt
ord(c) = kgV{ri,ra, ..., 75}
Beweis. (1) Sei 0 = (a1, a2, ...,a,) ein r-Zykel. Dann folgt fiir alle m € Z
0" (a;) = Qitm,

wobei der Index in Z/rZ zu lesen ist. Daher gilt ¢” = 1 und r ist minimal in N mit dieser
Eigenschaft.

(2) Sei o = z7 ...z die Zerlegung in Zykel z; € S,, der Liange r; mit paarweise disjunkten Tra-

germengen A;. Dann kommutieren z; und z; fiir alle 4, j miteinander. Per vollstandiger Induktion
zeigt man (vgl. Aufgabe 1.4), daff

ol = z{l. . .zg.
Die Potenz z¢ wirkt hochstens auf A; nichttrivial, wihrend {1,...,n} \ A; punktweise fixiert
wird. Es gilt daher ¢ = id genau dann, wenn fiir alle 1 < i < s gilt 2 = id, und damit ist
r; = ord(z;) ein Teiler von d. Daraus folgt sofort die Behauptung. (]

Beispiel 3.29. Die Elemente L, R,V, H,O,U aus der Rubik’s Cube Gruppe %3 haben jeweils
eine Darstellung als Produkt von 5 disjunkten 4-Zykeln. Dazu beobachtet man schlicht und
einfach, wie sich die Farbkacheln unter einer Vierteldrehung bewegen. Insbesondere gilt fiir alle
X e{L,RV,HO,U}

sign(X) = ((-1)%)° = —1.
Satz 3.30. Die symmetrische Gruppe Sy ist durch Transpositionen erzeugt: jede Permutation
st ein Produkt von Transpositionen.

Beweis. Nach Satz 3.27 reicht es, einen beliebigen Zykel (ay,ag,...,a,) als Produkt von Trans-
positionen zu erzeugen. Dafiir liefert Proposition 3.23(2) eine explizite Formel. O

UBUNGSAUFGABEN ZU §3

Ubungsaufgabe 3.1. Zeigen Sie: eine Gruppe in der jedes nichttriviale Element die Ordnung 2
hat, ist eine abelsche Gruppe.

Ubungsaufgabe 3.2. Sei g ein Gruppenelement der Ordnung n und m € Z. Bestimmen Sie die
Ordnung von g™.

Ubungsaufgabe 3.3. Wir betrachten das Quadrat im R? mit den Ecken (E) Bestimmen sie die
Ordnung der Symmetriegruppe des Quadrats als Untergruppe von GLa(R).

Ubungsaufgabe 3.4. Sei G eine Gruppe und [n] : G — G fiir n € Z die Abbildung
[nl(g) = g"

fiir alle g € G. Zeigen Sie, dafs [n] fiir alle n € Z ein Gruppenhomomorphismus ist genau dann,
wenn G abelsch ist.

Ubungsaufgabe 3.5. Bestimmen Sie die Ordnung in der Rubik’s Cube Gruppe %3 der Elemente
() LRV, HOU,

(b) VIR,

(c) VIO 'R7'ORVO.

Beachten Sie, dafs %3 als Untergruppe von Ss4 definiert ist und daher die Verkniipfung als
Komposition von Bijektionen von rechts nach links fortlaufend auszufiihren ist.
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Ubungsaufgabe 3.6. Beschreiben Sie ein Gegenbeispiel zu folgender Aussage: In einer endlichen
Gruppe G gibt es zu jedem Teiler n | |G| der Gruppenordnung ein Element g € G der Ordnung
ord(g) = n.

Ubungsaufgabe 3.7. Sei n > 1. Die alternierende Gruppe A, wird von der Menge der 3-Zykel
aus S, erzeugt.

4. DER SATZ VON LAGRANGE

Mittels des Begriffs der Nebenklasse beweisen wir den Satz von Lagrange als ein erstes Bei-
spiel, dak sich gewisse Eigenschaften einer Gruppe G aus der entsprechenden Eigenschaft einer
Untergruppe U und dem noch zu definierenden Quotienten G/U (das ist oft nur eine G-Menge,
und manchmal selbst eine Gruppe) zusammensetzen lassen.

4.1. Nebenklassen. Nebenklassen einer Gruppe G in Bezug auf eine Untergruppe U sind das
Analogon zu affinen Unterrdumen in Vektorrdumen.

Definition 4.1. Sei U eine Untergruppe der Gruppe G. Eine Rechtsnebenklasse ist eine
Teilmenge von G der Form

Ug={h e G; esgibteinuec U mith=ug}.
Eine Linksnebenklasse ist eine Teilmenge der Form
gU ={h € G ; es gibt ein u € U mit h = gu}.

Oft bezeichnet man Rechts- bzw. Linksnebenklassen ungenau einfach als Nebenklasse in der
Hoffnung, die Wahl von rechts bzw. links erschliefst sich aus dem Kontext.

Proposition 4.2. Sei f : G — H ein Gruppenhomomorphismus und U = ker(f) sein Kern.
Dann sind die Nebenklassen in Bezug auf U genau die nichtleeren Urbilder f~'(h) zu h € im(f).
Insbesondere gilt fiir alle g € G

gU = [7'(f(9)) = Ug,

d.h. Rechts- und Linksnebenklassen stimmen tberein.

Beweis. Es ist h € f~1(f(g)) #quivalent zu f(h) = f(g), und das wiederum ist Aquivalent
mit x = g 'h zu f(x) = 1 weil f(z) = f(9)"'f(h). Wegen h = gz bestimmen sich h und z
gegenseitig. Somit gilt

F7Hf(9) = {gz 5 fz) =1} =gU.

Die Variante mit der Rechtsnebenklasse Ug folgt genauso. O

Beispiel 4.3. Hier sind nun ein paar Beispiele fiir Nebenklassen.

(1) Die triviale Nebenklasse ist U = Ue C G, wobei e € G das neutrale Element ist. Es
gilt Ue = U = eU und daher ist die triviale Nebenklasse sowohl eine Rechts- wie eine
Linksnebenklasse.

(2) Sein > 2. Esist A, = ker(sign : S,, - {£1} der Kern des Signumhomomorphismus. Nach
Proposition 4.2 gibt es zwei Nebenklassen, ndmlich A, und S, \ A, fir U = A,, in G = S,,.

(3) SeiU={oc€S,; o(l)=1}~85,_1in G =5, Dies ist eine Untergruppe, wie spéter aus
der allgemeinen Beschreibung von Stabilisatoruntergruppen sofort folgt. Es gilt nun

gU={0€S,; a(l) =g(1)},
wahrend
Ug={o€S,; o '(1)=¢g '(1)}.

Diese beiden Nebenklassen sind im Allgemeinen verschieden.
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Proposition 4.4. Sei U eine Untergruppe der Gruppe G. Zwei Rechtsnebenklassen sind entweder
gleich oder disjunkt: fir alle g,h € G gilt

UgNUh#0 = Ug=Uh.
Dieselbe Aussage gilt fir Linksnebenklassen.
Beweis. Seit € UgNUh. Dann gibt es u,v € U mit t = ug = vh. Aus Symmetriegriinden reicht

es, die Inklusion Ug C Uh zu zeigen. Sei daher x € Ug ein beliebiges Element. Dann gibt es
w € U mit x = wg. Die Behauptung folgt nun aus

r=wg =wu u)g =wu(ug) = wu" (vh) = (wu"v)h € Uh. O

4.2. Der Index. Nach Proposition 4.4 unterteilt sich eine Gruppe in Bezug auf eine Unter-
gruppe in eine disjunkte Vereinigung von Linksnebenklassen (oder analog Rechtsnebenklassen),
indem wir in der Liste aller Linksnebenklassen die Doppelten aussortieren: {gU ; g € G}. Dazu
gehort die folgende Aquivalenzrelation.

Definition 4.5. Sei GG eine Gruppe und U eine Untergruppe. Wir definieren fiir z,y € G
r~py = xeyl,

und sagen dann, dafs x zu y modulo U von rechts dquivalent ist. Analog defnieren wir
x NlU y <= xeUy,

und sagen, daf z zu y modulo U von links dquivalent ist.

Proposition 4.6. Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe.

(1)  Die Relationen ~j; und NIU sind Aquivalenzrelationen auf G.
(2)  Die Aquivalenzklasse von x in Bezug auf ~; ist 2U; die Aquivalenzklasse von x in Bezug
auf ,JU wst Uz.

Beweis. Die Relation ~7; ist reflexiv, weil fiir alle z € G gilt: £ € zU. Sei nun = ~7, y. Dann
U g vY

gibt es w € U mit x = yu. Dann ist v~ € U und

y = (yu)u™' = 2u™! € 2l

und somit y ~7; x. Dies zeigt die Symmetrie der Relation. Sei nun = ~f; y und y ~f; z. Dann
gibt esu € U und v € U mit x = yu und y = zv. Weiter ist uv € U und daher

r =yu = (20)u = z(w) € 2U,

und somit x ~j; z. Dies zeigt die Transitivitdt der Relation.
Der Beweis fiir NZU ist analog. Und die Beschreibung der Aquivalenzklassen ist trivial. O

Notation 4.7. Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe. Die Menge der Linksnebenklassen
von G in Bezug auf U, also die Menge der Aquivalenzklassen von ~1; bezeichnen wir mit G /U.
Analog bezeichnen wir mit U\G die Menge der Aquivalenzklassen von NlU, also die Menge der
Rechtsnebenklassen von G in Bezug auf U.

Satz—Definition 4.8. Sei U eine Untergruppe von G. Dann gibt es eine Bijektion
U\G = G/U

der Menge der Rechts- mit der Menge der Linksnebenklassen.
Wenn |G/U| endlich ist, dann definieren wir den Index (G : U) von U in G als

(G:U) =|U\G| =|G/U|.

Beweis. Eine Bijektion U\G — G/U ist gegeben durch Ug + (Ug)™! = ¢~'U mit inverser
Abbildung definiert durch gU ~ (gU)~! = Ug~1. O
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Bemerkung 4.9. Den Index einer Untergruppe zu bestimmen ist nicht besonders leicht. Dabei
hilft einem das Konzept der Gruppenoperation, soferen die betrachtete Untergruppe mit der
untersuchten Operation etwas zu tun hat.

Proposition 4.10. Sei f : G — H ein Gruppenhomomorphismus mit Kern U = ker(f). Dann
ist der Index des Kerns gleich der Ordnung des Bildes:

(G :U) = [im(f)].

Beweis. Nach Proposition 4.2 steht die Menge der Nebenklassen in Bijektion mit den Elementen
im Bild von f. O

Beispiel 4.11. Finige Beispiele fiir den Index.

(1) SeiU={c€S,;o(l)=1}~S,_1inG = S,. Aus der Beschreibung der Nebenklassen in
Beispiel 4.3 folgt, daf die Linksnebenklassen durch Elemente i € {1,...,n} parametrisiert
werden mittels

U={o€bS,; a(l) =i}
Dabher gilt (S, : U) = n.

(2) Sei n > 2. Die alternierende Gruppe A,, hat in S,, den Index 2, denn es gibt die beiden
Nebenklassen der geraden und der ungeraden Permutationen. Dies ist ein Spezialfall von
Proposition 4.10.

4.3. Dévissage fiir die Gruppenordnung. Jetzt bringen wir die Ordnung einer Gruppe, und
die Ordnung einer Untergruppe sowie deren Index in Beziehung zueinander.

Satz 4.12 (Satz von Lagrange). Sei U eine Untergruppe der Gruppe G. Dann ist G von endlicher
Ordnung genau dann, wenn U von endlicher Ordnung ist und endlichen Index (G : U) in G hat.
In diesem Fall gilt

G| =(G:U)-|U|.

Beweis. Wenn G endliche Ordnung hat, dann ist jede Untergruppe von endlicher Ordnung.
AuRerdem hat jede Aquivalenzrelation auf G nur endlich viele Aquivalenzklassen. Somit ist der
Index endlich.

Wir nehmen nun an, daf U endliche Ordnung und endlichen Index hat. Wir zeigen die Formel
und insbesondere dadurch, dafs G endliche Ordnung hat. Fiir jede Linksnebenklasse gU ist die
Abbildung

U—gU uw gu
bijektiv, denn h +— g~ 'h ist die Umkehrabbildung. Daraus folgt, da® fiir alle Linksnebenklassen
V € G/U, also V C G von der Form V = gU fiir ein geeignetes g € G gilt:

VI =1Ul.

Die Abbildung f : G — G/U gegeben durch f(g) = gU ist surjektiv, und die Faser f~1(V)
fir V€ G/U ist gerade die Nebenklasse V' C G. Damit gilt

Gl= > 7' WVI= Y IVI= Y lul=U]- > 1=|U]-(G:V). O
VeG/U VeG/U VeG/U VeG/U

Bemerkung 4.13. Im endlichen Fall kann man die Formel aus dem Satz von Lagrange auch als

oy 2 16l
G:0)=

schreiben. Die Notation (G : U) fiir den Index ist suggestiv fiir diesen Quotienten.

Korollar 4.14. Sei G eine endliche Gruppe und U eine Untergruppe. Dann ist |U| ein Teiler
von |G].

Beweis. Das folgt sofort aus Satz 4.12. O
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Korollar 4.15. Die Ordnung eines Elements einer endlichen Gruppe teilt die Gruppenordnung.

Beweis. Sei G eine endliche Gruppe, g € G ein Element und U = (g). Die Behauptung folgt nun
aus ord(g) = |U]|, siehe Proposition 3.15, und Korollar 4.14. O

Korollar 4.16 (Kleiner Fermat, abstrakte Form). Sei G eine endliche Gruppe mit neutralem
Element e € G. Dann gilt fiir alle g € G

g e,
Beweis. Dies folgt sofort aus Korollar 4.15 und Korollar 3.10. U

Beispiel 4.17. Sei p eine Primzahl. Wir erinnern an den endlichen Korper F, mit p Elementen, die
Restklassen von ganzen Zahlen modulo p, mit Addition wie Z/pZ und Multiplikation ebenfalls
durch Multiplikation der Représentanten:

la] - [8] = [ab]

Dies ist in der Tat ein Korper, weil erstens [0] # [1] und zweitens jedes [a] # 0 invertierbar
ist. Aus [a] - [z] = [a] - [y] folgt p | ax — ay = a(z — y). Weil p eine Primzahl ist und a nicht
durch p teilbar ist, muf = — y ein Vielfaches von p sein, ergo [z] = [y]. Damit ist die Abbildung
[x] — [a] - [z] injektiv, damit bijektiv. Es existiert daher eine Restklasse [z] mit [a] - [z] = [1].
Dies ist das gesuchte Inverse.

Die multiplikative Gruppe des endlichen Korpers [F),

Fy =T\ {0}
hat p — 1 Elemente, die nicht durch p teilbaren Restklassen.

Satz 4.18 (Kleiner Fermat). Sei p eine Primzahl. Sei a € Z nicht durch p teilbar. Dann gilt
a?1=1 (mod p).

Beweis. Die Behauptung besagt, daf die Ordnung von [a] in (Z/pZ)* ein Teiler von p—1 ist, siche
Korollar 3.10. Weil |(Z/pZ)*| = p — 1 folgt dies aus Korollar 4.16 angewandt auf (Z/pZ)*. O

Definition 4.19. Der Exponent exp(G) einer Gruppe G ist die kleinste natiirliche Zahl N > 1,

so daR

PN =e

fiir alle g € G gilt (e ist wie iiblich das neutrale Element in G), sofern so ein N existiert:
exp(G) = kgV ord(g).
geG

Bemerkung 4.20. Nach dem kleinen Fermat teilt exp(G) die Gruppenordnung |G|. Aber Gleich-
heit mufs hier nicht gelten. Als Beispiel dient die Sy. Die Ordnungen von Elementen aus Sy
sind
1,2,3 oder 4.
Somit gilt
exp(S4) =12 75 24 = ‘54‘

Satz 4.21. Sei p eine Primzahl. Jede Gruppe der Ordnung p ist zyklisch. Es gibt bis auf Iso-
morphie genau eine Gruppe der Ordnung p, und zwar Z/pZ.

Beweis. Sei G eine Gruppe der Ordnung p und sei g ein Element in G, das nicht das neutrale
Element ist. Insbesondere ist ord(g) > 1. Nach Korollar 4.15 ist ord(g) ein Teiler von p, aber
nicht 1. Da p Primzahl ist, mufs ord(g) = p sein. Die Untergruppe

(9) € G

hat dann ord(g) = p = |G|-viele Elemente, also ist G = (g) und G zyklisch.
Alle zyklischen Gruppen der Ordnung p sind isomorph zu Z/pZ, siehe Satz 3.18. U
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Bemerkung 4.22. In der Linearen Algebra haben wir bereits gesehen, daft die Symmetrische
Gruppe S, die Ordnung

|Sp| = nl!
hat. Dies kann man nun aus dem Satz von Lagrange erneut per Induktion bekommen. Fiir n = 1
ist S1 = {1} und damit |S;| =1 = 1!. Angenommen, die Formel fiir die Ordnung gilt fir n — 1.
Wir nutzen nun die Untergruppe

S, 2U={c€8,; o(l)=1}~ 5,1,
deren Index wir bereits zu (S, : U) = n bestimmt haben. Nach dem Satz von Lagrange folgt
ISl = (Sn :U) - |U|=n-|Sp-1]=n-(n—1)!=nl

Beispiel 4.23. Die Elemente der Rubik’s Cube Gruppe %3 fiihren auf der Menge der Eckwiirfel
und auf der Menge der Kantenwiirfel jeweils eine Permutation aus. Es gibt 8 Ecken und 12
Kanten. Nummerieren wir Ecken und Kanten, so definiert jedes g € %3 eine Permutation og(g) €
Sg fiir den Effekt auf Ecken, und eine Permutation ok (g) € Si2 fiir den Effekt auf Kanten. Die
Zuordnung
p: Rz — Ss x S12, plg) = (0£(9), 0k (9))

ist (offensichtlich) ein Gruppenhomorphismus. Ein Element g € ker(p) 18t jeden Teilwiirfel an
seiner Position, es werden allenfalls Ecken rotiert und Kanten umgeklappt. In Zykeldarstellung
gehort dazu fiir jede Ecke hochstens ein 3-Zykel, also ein Element in A3z ~ 7Z/37Z, und fiir
jede Kante eine Transposition in Sy ~ Z/27. Die Tragermengen der Zykelschreibweise fiir die
Elemente in ker(p) entsprechend dabei (einem Teil) der Partition der 54 Farbkacheln nach der
Geometrie der Eckwiirfel und der Kantenwiirfel. Die Seitenmitten spielen keine Rolle. Damit ist
ker(p) eine kommutative Gruppe, eine Untergruppe von

A X ... x A3 x Sy X ... x Sy~ (Z/3Z)® x (Z/27)*?.

8—mal 12—mal

Eine feinere Analyse zeigt die folgenden Formeln fiir die Indizes
(83 x S12: p(%3)) = 2,
(Z/37)% x (Z./2Z)"* : ker(p)) = 6.
Nach (dreimal) dem Satz von Lagrange, Satz 4.12, und Proposition 4.10 folgt nun
%3] = (%3 : ker(p)) - [ker(p)| = [p(#3)] - [ker(p)]

[Ss x S1o]  |(Z/32)° x (Z/22)"|
(Ss x 1zt p(%s))  (Z/3L)8 x (Z/22)"2 : Kex(p))
gl-120 38.212 o -
= . = . .81.12!
5 5 2'0.37.8!-12!

= 43.252.003.274.489.856.000 ~ 4,33 - 10*.

Die Ordnung von 5 ist die Anzahl der moglichen Stellungen, die der Rubik’s Cube durch legale
Zugfolgen einnehmen kann. Man schétzt das Alter des Universums in Sekunden auf

4,35 - 107,

also etwa auf 1% von |%3|.

UBUNGSAUFGABEN zU §4
Ubungsaufgabe 4.1. Sei G eine Gruppe und seien U C G und V' C U Untergruppen. Zeigen Sie
die folgenden Aussagen.

(1) V ist eine Untergruppe von G.
(2) Der Index (G : V) ist endlich genau dann, wenn (G : U) und (U : V') endlich sind, und
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(3) dann gilt:
(G:V)=(G:U)-(U:V).
(4) Leiten Sie fur eine spezielle Wahl von V' erneut den Satz von Lagrange ab.
Tipp: Zerlegen Sie G in Linksnebenklassen beziiglich der Rechtstranslation mit U bzw. mit V
und beobachten Sie, wieviele der gV’ man braucht, um eine Nebenklasse gU zu iiberdecken.

Ubungsaufgabe 4.2. Sei p: %3 — Sg x S12 der Gruppenhomomorphismus aus Beispiel 4.23.
Zeigen Sie
p(#3) = Ss X +1y S12,

wobei das Faserprodukt beziiglich sign : Sg — {£1} und sign : S1o — {£1} konstruiert ist (zum

Faserprodukt siehe Aufgabe 2.7). Uberlegen Sie sich dazu das Folgende:

(a)  Mit der Notation p(g) = (0r(g9),0k(g)) aus Beispiel 4.23 ist fir X € {L,R,V,H,0,U}
stets op(X) ein 4-Zykel und o (X) ein 4-Zykel.

(b) Firalle X € {L,R,V,H,0,U} gilt

sign(op(X)) = sign(ox (X)).

(¢) Fir alle g € %5 gilt sign(og(g)) = sign(ox(g)).

(d) Es gilt p(%:g) - Sg X{:I:l} 512.

(e)  Das Element g = V"'O"'R™'ORVO hat p(g) = (o, 7) mit irgendeinem o € Sg auf den
Ecken, das uns nicht interessiert, und einer Transposition 7 € S12 auf den Kanten.

(f)  Fiir jedes m € S12 gibt es ein o € Sg, so dak (o, 7) € p(%3).

(g)  Es reicht nun zu zeigen, daf die Untergruppe Ag x {id} C Sg X413y S12 im Bild p(#3)
enthalten ist.

(h)  Das Element g = L"'ORO"!LOR™*O~! hat trivialen Effekt auf den Kanten: ok (g) = id,
und og(g) ist ein 3-Zykel auf den Ecken.

(i) Nutzen Sie die Argumente aus der Losung von Aufgabe 3.7 um den Beweis abzuschliefsen.

Ubungsaufgabe 4.3. Definieren sie eine Gruppe % fiir den Rubik’s Cube mit Kantenlinge 2.
Bestimmen Sie die Ordnung |%5].

5. QUOTIENTEN UND ISOMORPHIESATZE

In diesem Kapitel behandeln wir die Faktorgruppe beruhend auf dem Prinzip der univer-
sellen Eigenschaft. Dies illustriert ein wiederkehrendes Motiv in der Mathematik: ein mathe-
matischer Gegenstand wird nicht nur durch seine Konstruktion, sondern bereits durch seine
Eigenschaften, bestens beschrieben.

Konstruktion universelle Eigenschaft
konkret, explizit theoretisch, instrumental, konzeptionell

Beide Standpunkte haben ihren Wert, Vorteile und Nachteile. Mehrwert ensteht, wenn man in
der Lage ist, ein Objekt von beiden Seiten zu betrachten.

5.1. Normalteiler und Faktorgruppen. Kerne haben nach Proposition 4.2 die bemerkens-
werte Figenschaft, daf Rechts- und Linksnebenklassen dieselben Teilmengen beschreiben. Diese
Eigenschaft bekommt einen Namen.

Definition 5.1. Ein Normalteiler ist eine Untergruppe N in einer Gruppe G, beziiglich derer
Links- und Rechtsnebenklassen {ibereinstimmen: fiir alle g € G gilt

gN = Ng.
Notation 5.2. Eine Untergruppe N C G, die ein Normalteiler ist, wird auch mit N <1 G notiert.
Proposition 5.3. Der Kern eines Gruppenhomomorphismus ist ein Normalteiler.

Beweis. Das ist der Gehalt von Proposition 4.2. U
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Beispiel 5.4. Hier sind einige Beispiele fiir Normalteiler und fiir eine Untergruppe, die kein
Normalteiler ist.

(1) SLy(K) ist ein Normalteiler in GLy,(K).

2) In einer abelschen Gruppe ist jede Untergruppe ein Normalteiler.

) Jede Gruppe G hat die trivialen Normalteiler G und 1.

) Seien K ein Korper und B C GLg(K) die Untergruppe der oberen Dreiecksmatrizen. Dann
ist B kein Normalteiler. Linksnebenklassen bestehen aus Matrizen deren erste Spalte die
gleiche Gerade aufspannen (das wird in Beispiel 14.13 berechnet), wihrend Rechtsneben-
klassen aus Matrizen bestehen, deren untere Zeile Vielfache voneinander sind.

~~ T~

3
4

Wir beschreiben nun die fundamentale Konstruktion, die nur mit einem Normalteiler und
nicht mit einer beliebigen Untergruppe funktioniert.

Satz 5.5 (Faktorgruppe). Seien G eine Gruppe und N C G ein Normalteiler.
(1) Auf der Menge G/N der Nebenklassen definiert
G/N x G/N — G/N
(gN,hN) — ghN

eine Gruppenstruktur.
(2)  Die Abbildung p: G — G/N
p(g) = gN
ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern ker(p) = N.
Die Gruppe G/N heifit Faktorgruppe von G nach N.

Beweis. (1) Die Abbildung ist wohldefiniert, denn die Verkniipfung auf G/N ist in der Tat das
Produkt von Teilmengen von G:

(gN)(hN) = g(Nh)N = g(hN)N = ghN

und hingt damit nur von den Nebenklassen g N, h/N und nicht von den Vertretern g, h ab.
Die Verkniipfung ist assoziativ, denn fir gN,hN,kN € G/N gilt

(gNAN)kN = ghNkN = (gh)kN = g(hk)N = gNhkN = gN(hNEN).
Weiter gibt es ein neutrales Element N € G/N wegen (¢N)N = gN und
N(gN) = (Ng)N = (¢N)N = gN.
Das inverse Element zu gN ist g~'N, denn
gNg™'N = (997" )N =N = (g~ 'g)N = g~ 'NgN.
(2) Fiir alle g, h € G gilt
p(gh) = ghN = (gN)(hN) = p(g)p(h),

so daf p ein Gruppenhomomorphismus ist. Wegen gN = p(g) liegt jedes beliebige Element
gN € G/N im Bild von p, und p ist surjektiv. Ein Element g € G liegt im Kern von p genau
dann, wenn

g€ ker(p) <= p(g)=1 <= gN=N <= g€ N. O

Bemerkung 5.6. Satz 5.5 und Proposition 4.2 zeigen, daft Kerne von Gruppenhomomorphismen
dasselbe sind wie Normalteiler.

Proposition 5.7. Sei f : G — H ein Gruppenhomomorphismus.

(1) Sei N C H ein Normalteiler. Dann ist f~1(N) ein Normalteiler in G.
(2) Sei f surjektiv und N C G ein Normalteiler. Dann ist f(N) ein Normalteiler in H.
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Beweis. (1) Das Urbild f~(N) ist der Kern der Komposition G — H — H/N und als Kern
wieder ein Normalteiler.

(2) Wir miissen zeigen, daf Links- und Rechtsnebenklassen von f(N) iibereinstimmen. Sei
h € H. Da f surjektiv ist, gibt es ein g € G mit f(g) = h. Dann gilt

hf(N) = f(g9)f(N) = f(gN) = f(Ng) = f(N)f(g9) = F(N)h,

weil gN = Ng fiir den Normalteiler N gilt. O
Bemerkung 5.8. Man kann in Proposition 5.7 (2) nicht auf die Annahme verzichten, daf der
Gruppenhomomorphismus f : G — H surjektiv ist. Hier ist ein generisches Beispiel. Sei U eine
Untergruppe in G, aber kein Normalteiler. Dann ist U ein Normalteiler von U, aber das Bild
unter der Inklusion U — G, also wieder U ist kein Normalteiler mehr. Nicht jede Untergruppe

ist ein Normalteiler.
Als konkretes Beispiel betrachten wir die oberen Dreiecksmatrizen

_ a T\ %
B_{<O b),meK,a,beK}

und den durch die Inklusion gegebenen Gruppenhomomorphismus ¢ : B < GLg(K), also

(s p=(67)

Weiter sei N die Untergruppe der unipotenten oberen Dreiecksmatrizen

o {(17)swexl)

Die Abbildung x : B — K* x K* definiert durch

a x
(g p )=ty
ist ein Gruppenhomomorphismus:

(o )0y = ST p=aam =55 (g 3 )

Damit ist N = ker() ein Normalteiler in B. Aber N = (V) ist kein Normalteiler von GLy(K),

denn
<(1) (1)>N:{<(1) i) ;x@K}#{(f é) ;xEK}zN(? é)

5.2. Quotienten. Hier kommt die versprochene universelle Eigenschaft.

Definition 5.9. Seien G eine Gruppe und N C G ein Normalteiler. Ein Quotient fir N C G
ist eine Gruppe @ zusammen mit einem Homomorphismus

q:G—Q,
genannt Quotientenabbildung oder genauer Quotientenhomomorphismus, so dafs

(i) N Cker(q), und
(i)  fiir jeden Gruppenhomomorphismus f : G — H mit N C ker(f) gibt es einen eindeutigen
Gruppenhomomorphismus f : Q — H mit f = f oq, d.h. das Diagramm
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kommutiert, und f ist der einzige Homomorphismus Q — H, fiir den das gilt.

Bevor wir einen Quotienten konstruieren, zeigen wir seine Eindeutigkeit! Dies illustriert, wie
gut man mit den Eigenschaften umgehen kann, ohne zu wissen, ob es das Ding tiberhaupt gibt
oder wie es konstruiert ist.

Proposition 5.10. Seien G eine Gruppe und N C G ein Normalteiler. Ein Quotient fiir N C G
st eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus.

Das bedeutet genauer: sind ¢ : G — Q und p : G — P Quotienten fir N C G, dann g¢ibt es
eindeutige Isomorphismen

p:Q — P, P P— Q,
so daff p=@oq und g =1vop. Es sind ¢ und ¢ zueinander invers.
Beweis. Weil N C ker(p) und ¢ : G — @ ein Quotient ist (bzw. weil N C ker(q) und p: G — P

ein Quotient ist), schliefen wir aus der universellen Eigenschaft auf eindeutige Homomorphismen
¢ (bzw. 1) wie im kommutativen Diagramm:

G

VN
q
p .-l P
Damit erfiillt ¢ o ) die von der universellen Eigenschaft gestellte Anforderung im Fall f := p,
genauso wie idp : P — P. Die geforderte Eindeutigkeit erzwingt ¢ o ¢ = idp. Aus Symmetrie

folgt 1 o ¢ = idg. Dies zeigt, daf ¢ und 1 sogar zueinander inverse Isomorphismen sind und
weiter die Eindeutigkeit des Quotienten. ([

Nachdem die Eindeutigkeit geklart ist, gilt es, einen Quotienten zu konstruieren.

Satz 5.11 (Existenz des Quotienten nach einem Normalteiler). Seien G eine Gruppe und N C G
ein Normalteiler. Dann ist die Faktorgruppe G /N zusammen mit dem Gruppenhomomorphismus

p:G—=G/N,  plg)=gN
ein Quotient fir N C G.
Beweis. Es gilt N = ker(p). Es gilt somit (i) aus Definition 5.9.

Sei nun f: G — H ein Gruppenhomomorphismus mit N C ker(f). Dann ist f konstant auf
Nebenklassen von N, denn

f(gN) = f(g)f(N) = f(g)-
Damit ist die Abbildung
f:G/N—H
gN — f(g)

wohldefiniert. Auferdem ist f ein Gruppenhomomorphismus:

f(gN - hN) = f(ghN) = f(gh) = f(g) - f(h) = f(gN) - f(hN).
Es gilt offensichtlich f = fop
f(g9) = F(gN) = f(p(9))-

Jeder Homomorphismus ¢ : G/N — H mit f = ¢ op stimmt mit f iiberein, weil p surjektiv ist:

p(gN) = ¢(p(9)) = f(9) = f(p(9)) = f(gN).
Dies zeigt die Eindeutigkeit der geforderten Faktorisierung in (ii) aus Definition 5.9. U



Grundlagen der Algebra 39

Bemerkung 5.12. Aus dem Beweis von Satz 5.11 folgt, daf Faktorgruppen G/N zusammen mit
der natiirlichen Abbildung G — G//N Quotienten sind. Wegen der Eindeutigkeit des Quotienten,
Proposition 5.10, sind Quotientenabbildungen fiir Normalteiler N C G immer surjektiv, und der
Kern ist gleich N. Das folgt nicht aus der definierenden universellen Eigenschaft des
Quotienten, sondern aus der Konstruktion mittels Faktorgruppe und der Eindeutigkeit.

Beispiel 5.13 (Quotienten von Z). Die Gruppe Z ist abelsch und daher jede Untergruppe auch
Normalteiler. Fir N = {0} ist Z/N = Z und die Quotientenabbildung die Identitdt. Sei n > 0
eine natiirliche Zahl. Wir betrachten nun den Normalteiler N = nZ. Dann ist
Z/nZ
die Gruppe bestehend aus den Nebenklassen
a+nZ e Z/nk.

Die Addition in Z/nZ wird mittels Addition in Z von Vertretern definiert. Die Faktorgruppe
Z/nZ ist also nichts anderes als die Gruppe der Restklassen modulo n mit derselben Notation!

5.3. Die Isomorphiesitze. Wir kommen nun zu klassischen Isomorphiesidtzen. Der erste, der
Homomorphiesatz, beweist die anderen Isomorphiesétze als Spezialfall, und ist doch selbst im
Grunde ein Spezialfall der Existenz und Eindeutigkeit von Quotienten nach Normalteilern.

Beispiel 5.14. Sei n > 2. Die alternierende Gruppe A, ist der Kern des Signumhomomorphismus
und daher ein Normalteiler von S,,. Die Nebenklassen sind die Mengen konstanten Signums,
daher parametrisiert man S,,/A,, am besten mittels des Signums als {£1}. Es fillt nicht schwer,
dies als Isomorphismus

Sn/An ~ {£1}
zu erkennen. Dies ist ein Beispiel fiir den folgenden Satz, hier angewandt auf sign : S,, — {£1}.

Satz 5.15 (Homomorphiesatz). Sei f : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gibt es
etnen Isomorphismus

p: G/ker(f) = im(f),  gker(f) = f(g).

Beweis. Der Kern N = ker(f) ist ein Normalteiler und p : G — G/N ein Quotient. Daher
faktorisiert f eindeutig iiber einen Gruppenhomomorphismus

¢:G/N - H
mit f = @ op. Weil p surjektiv ist, nimmt ¢ nur Werte
¢(gN) = f(g) € im(f)
an. Man kann daher ¢ eindeutig als Komposition eines Gruppenhomomorphismus
¢ : G/N — im(f)

und der Inklusion i : im(f) < H schreiben. Es ergibt sich das folgende kommutative Diagramm

G

G/N T im(f)

Zu zeigen bleibt, dafs ¢ ein Isomorphismus ist.
Wir bestimmen den Kern von ¢. Sei gN € G/N ein Element im Kern von ¢. Dann ist

flg) = w(gN) =1,
also g € N. Damit ist gN = N und ker(¢) = 1. Somit ist ¢ injektiv nach Proposition 2.14.
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Die Abbildung ¢ ist surjektiv, denn fiir jedes h € im(f) gibt es g € G mit f(g) = h und
w(gN) = f(g) = h.
Damit ist ¢ sogar bijektiv und ein Isomorphismus. U

Korollar 5.16. Sei f : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann hat ker(f) endlichen Index
genau dann, wenn im(f) endliche Ordnung hat. Es gilt dann:

(G : ker(f)) = [im(f)].
Beweis. Das folgt aus dem Homomorphiesatz, Satz 5.15, oder bereits aus Proposition 4.10. [
Korollar 5.17. Sei f : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Wenn G eine endliche Gruppe

1st, dann qult

|G| = [ker(f)[ - [im(f)].
Beweis. Das folgt sofort aus Korollar 5.16 und dem Satz von Lagrange, Satz 4.12,
G| = [ker(f)| - (G : ker(f)) = [ker(f)| - [im(f)]. O

Beispiel 5.18. Sei G eine Gruppe. In Satz 3.18 haben wir bereits eine Version des Homomorphie-
satzes bewiesen, und zwar fiir die Exponentialabbildung ¢(a) = g zu einem Element g € G.
Der Gruppenhomomorphismus ¢ : Z — G hat Kern ker(yp) = nZ fiir

- ord(g) wenn g endliche Ordnung hat,
o falls ord(g) = oc.

und induziert einen Gruppenisomorphismus
7Z/nZ = im(y) = (g).
Das ist nichts anderes als der Homomorphiesatz, Satz 5.15, angewandt auf (.

Satz 5.19 (Erster Isomorphiesatz). Seien G eine Gruppe, H C G eine Untergruppe und N C G
ewn Normalteiler. Dann ist

H/(HNN) > HN/N
h(H N N) — hN

ein Gruppenisomorphismus. Insbesondere gilt:
(1) Das Produkt in G von Mengen

HN={hn; he Hne N} CG

ist eine Untergruppe in G, und
(2) N C HN ist ein Normalteiler.
(8) NN H ist ein Normalteiler in H.

Beweis. (1) Sei ¢ : H — G die Inklusion und p : G — G/N die Quotientenabbildung. Die
Abbildung

f=poi:H—G—G/N
ist ein Gruppenhomomorphismus und

HN =p '(f(H))

ist eine Untergruppe als Urbild einer Untergruppe.

(2) Es gilt N € HN und als Normalteiler in G ist N Normalteiler in jeder Untergruppe von
G, in der N enthalten ist.

(3) Der Kern von f ist f~'(1) =i '(N) = HN N und als Kern ist H N N ein Normalteiler
von H.
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Nun beweisen wir die Isomorphieaussage. Per Konstruktion ist HN/N C G/N eine Unter-
gruppe. Genauer ist HN/N das Bild von f : H — G/N wie oben. Der Homomorphiesatz,
Satz 5.15, angewandt auf f liefert den gesuchten Isomorphismus

o1 H/(HNN) s HN/N,
denn fiir alle h € H gilt o(h(HNN)) = f(h) = hN nach Konstruktion von ¢ wie in Satz 5.15. [

Beispiel 5.20. (1) Sei G = Z, H = 5Z und N = 3Z. Dann ist H N N = 15Z und wegen
1=2-3—-5gilt HN = 7. Nach dem ersten Isomorphiesatz gilt
5Z2/157 ~ 7] 3Z.

(2) Sei K ein Kérper und n € N. Sei 1 € GL,(K) die Einheitsmatrix. Die Gruppe D C
GL,(K) der Diagonalmatrizen mit konstantem Eintrag auf der Diagonale aus K* ist
isomorph zu K* vermoge

K*—=D
A0 0
A=Al = 0
: . .0
0 ... 0 X

Ferner ist D ein Normalteiler in GL, (K), denn fiir A € K* und A € GL,(K) gilt
AN AT = \(A1A7Y) = (447 = a1,
Die Faktorgruppe ist
PGL,(K) = GL, (K)/D,

genannt die projektiv lineare Gruppe.
(3)  Wir betrachten nun H = SL,,(K) als Untergruppe von GL,,(K). Dann ist

pn(K) :={Ae K*; \" =1}
iiber die Einschréankung des Isomorphismus K* ~ D selbst isomorph zu
pn(K) ~ Dy, := SL,(K) N D.
Der erste Isomorphiesatz liefert dann den Isomorphismus
SL,(K)/D,, = SL,(K)D/D
auf die Untergruppe
PSL,(K) :=SL,(K)D/D C GL,(K)/D = PGL,,(K).
Satz 5.21 (Zweiter Isomorphiesatz). Sei G eine Gruppe und N und K seien Normalteiler in G
mit N C K C G. Dann ist
(G/N)/(K/N) = G/K
gN(K/N) — gK
ein Gruppenisomorphismus. Insbesondere ist K/N ein Normalteiler in G/N .

Beweis. Die Quotientenabbildung p : G — G/K hat Kern K, daher gilt p(N) = 1. Die univer-
selle Eigenschaft aus Satz 5.11 des Quotienten ¢ : G — G/N liefert einen eindeutigen Gruppen-
homomorphismus

f:G/N - G/K
mit

f(gN) = f(a(g)) = p(g) = gK.
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Die Abbildung f ist offensichtlich surjektiv und ker(f) = K/N, denn gK = K bedeutet g € K.
Der Homomorphiesatz, Satz 5.15, angewandt auf f liefert den gesuchten Isomorphismus

¢ (G/N)/(K/N) = G/K
und p(gN(K/N)) = f(gN) = gK wie behauptet. O

Beispiel 5.22. Seien n,m € N natiirliche Zahlen. Dann ist mnZ C mZ C 7Z. Nach dem zweiten
Isomorphiesatz gilt dann
(Z/nmZ)/(mZ/nmZ) ~ Z/mZ.

5.4. Kommutatoren und abelsche Quotienten. Kommutatoren messen die Abweichung von
Kommutativitat.
Definition 5.23. Der Kommutator zweier Gruppenelemente g, h € G ist das Element
l9,h] = ghg™'h t e q.
Notation 5.24. Unter Gruppentheoretikern ist auch die Notation
(9:h) =g 'h'gh=g7"g"
geldufig. Das ist im Sinne dieses Skripts nichts weiter als der Kommutator der inversen Elemente.

Lemma 5.25. Seien g, h € G Gruppenelemente. Dann kommutieren g und h genau dann, wenn
qgilt:
lg,h] = 1.
Beweis. Es gilt gh = hg genau dann, wenn [g, h] = ghg~'h™' = hg(¢g~'h™') = 1 gilt. O
Lemma 5.26. Sei f : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Fir alle x,y € G gilt
f(,y]) = [f(2), f(y)]-

Beweis. Das ist trivial. O

Definition 5.27. Die Kommutator(unter)gruppe einer Gruppe G ist die Untergruppe
[G.Gl=(lg;h]; g,h € G),
welche von allen Kommutatoren in G erzeugt wird.

Notation 5.28. Als Notation fiir die Kommutatorgruppe zu G findet man auch G’ = [G, G|.
Lemma 5.29. Sei f: G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt

G, G) € [H, H].
Beweis. Das folgt aus Lemma 5.26 und Proposition 2.26. O

Proposition 5.30 (Kommutatorfaktorgruppe). Sei G eine Gruppe. Dann ist die Kommutator-
gruppe |G, G| ein Normalteiler in G, und die Faktorgruppe G/|G,G] ist abelsch.
Wir nennen die Gruppe G/|G,G| die Kommutatorfaktorgruppe von G.

1

Beweis. Seien g,z,y € G beliebig und a = gzg~! und b = gyg~!. Dann ist

glz, g™ = ee(lz.y]) = g(aya™y™") = ¢g(2)pg(¥)pg(2) " g (y) ™" = la,b].
Daher gilt
9lG,Glg™" = ¢g(([z. 9] 5 2,y € G)) = (py(lz,y]) 5 2,y € G) C ([a,8] ; a,b € G) =[G,G].
Nach Proposition 14.31 ist damit [G, G] ein Normalteiler in G.
Seien @, b € G/[G, G] beliebige Elemente und a,b € G mit p(a) = @ und p(b) = b. Dann:
(@8] = p(a)p(b)p(a)~'p(b) ™" = plaba™'b™") = p([a,b]) = 1.
Also ist G/[G, G] kommutativ. O
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Definition 5.31. Die Abelisierung einer Gruppe G ist eine abelsche Gruppe G®P zusammen
mit einem Homomorphismus p : G — G?P, so daR es fiir alle Homomorphismen f : G — H mit
Ziel in einer abelschen Gruppe H einen eindeutigen Homomorphismus
0GP 5 H
gibt mit f =g op.
Die Eindeutigkeit der Abelisierung folgt dem gewohnten Muster bei universellen Eigenschaf-

ten. Wir beschranken uns deshalb darauf zu zeigen, daf die Kommutatorfaktorgruppe eine (die)
Abelisierung ist.

Satz 5.32 (Abelisierung). Sei G eine Gruppe. Dann hat die Quotientenabbildung
p: G — G/[G,G]|
die universelle Figenschaft der Abelisierung.

Beweis. Die Gruppe G/[G, G] ist abelsch nach Proposition 5.30.
Sei f : G — H ein beliebiger Homomorphismus mit einer abelschen Gruppe H als Ziel. Dann
gilt fiir beliebige Elemente x,y € G:

f(la,y]) = [f (@), F(y)] = 1,

also gilt [G, G| C ker(f). Die Existenz und Eindeutigkeit der Faktorisierung folgt nun aus der
universellen Eigenschaft des Quotienten nach Satz 5.11 zusammen damit, dak p : G — G/[G, G]
eine Quotientenabbildung ist. U

UBUNGSAUFGABEN ZU §5

Ubungsaufgabe 5.1. (Die universelle Eigenschaft des Produkts) Sei I eine Menge und G eine
Gruppe fiir jedes ¢ € I. Ein Produkt der Gruppen G; besteht aus einer Gruppe P zusammen
mit Homomorphismen fiir alle ¢ € I

Di P — Gi,
so daf die universelle Eigenschaft fiir Produkte gilt: fiir jede Gruppe I' und Gruppenho-
momorphismen f; : I' — G; fiir alle ¢ € I existiert ein eindeutiger Gruppenhomomorphismus

f:I'=>P

mit p; o f = f;.

Zeigen Sie, daf [[;c; Gi zusammen mit den Projektionen pr; : [[;c; Gi — G ein Produkt der
Gruppen G ist. Zeigen Sie weiter, daf jedes Produkt P der G; auf eindeutige Weise zu [ [;.; G;
isomorph ist, d.h., es gibt einen eindeutigen Isomorphismus

p: P> H G;
el
mit p; = pr; op.
Ubungsaufgabe 5.2. Sei F ein endlicher Korper mit ¢ Elementen. Berechnen Sie die Ordnung der
Gruppe PGL, (F).

Ubungsaufgabe 5.3. Zeigen Sie, dak die Operation von GL,1(K) auf P*(K) aus Aufgabe 13.5
eine Operation von PGL,,41(K) auf P*(K) induziert.

Ubungsaufgabe 5.4. Seien H und N Untergruppen von G. Dann ist das naive mengentheoretische
Produkt
HN ={hk ; he H,k € N}
in der Regel keine Untergruppe von G mehr. Geben Sie ein Beispiel.
Zeigen Sie, daft HN eine Untergruppe von G ist, sofern IV ein Normalteiler von G ist.
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Ubungsaufgabe 5.5. Bestimmen Sie die Kommutatorfaktorgruppe von S,,.
Ubungsaufgabe 5.6. Sei G — H ein surjektiver Gruppenhomomorphismus, und sei U C G eine
Untergruppe mit ker(f) C U. Dann gilt
(G U) = (H : fU)).
Ubungsaufgabe 5.7. Seien f; : Gy — H fiir i = 1,2 surjektive Gruppenhomomorphismen und
G1 x g G2 das entsprechende Faserprodukt. Zeigen Sie
(G1 X G2 : G1 XHGQ) = |H|

Tipp: benutzen sie den Gruppenhomomorphismus (f1, f2) : G1 x Go — H x H, Aufgabe 5.6,

sowie

(Hx H:A(H))=|H|,
wobei A die Diagonale A : H — H x H, A(h) = (h, h) ist.
Ubungsaufgabe 5.8. Mit der Notation aus Beispiel 4.23 gilt

(58 X 512 : p(%g)) = 2.
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Teil 2. Ringe
6. RINGE

6.1. Beispiele, elementare Regeln und Homomorphismen. Ringe sind Strukturen mit
Addition und Multiplikation.

Definition 6.1. (1) Ein Ring (mit Eins) ist eine Menge R zusammen mit Verkniipfungen
Addition

+:RxXxR—R
und Multiplikation
-:RxR—R

mit den folgenden Eigenschaften.

(i)  (R,+) ist eine abelsche Gruppe.

(i)  Die Multiplikation ist assoziativ: fiir alle a,b, c € R gilt

a-(b-c)=(a-b)-c.

(iii)  Addition und Multiplikation sind distributiv: fiir alle a,b,r € R gilt
r-(a+b)=(r-a)+ (r-b),
(a+b)-r=(a-r)+(b-r).

(iv) Es gibt ein neutrales Element 1 € R fiir die Multiplikation: fiir alle a € R gilt

l-a=a=a-1.
(2) Ein kommutativer Ring ist ein Ring, so daf fiir alle a,b € R gilt
a-b=">-a.

Bemerkung 6.2. Der Name hat nichts mit der Geometrie eines ringférmigen Objekts zu tun.
Es geht um den Zusammenschluf von Elementen zu einer Gesamtstruktur, dhnlich einer juris-
tischen Person (Weifier Ring, etc.). Dabei steht (juristisch) Ring in Abgrenzung zu (juristisch)
Korper(schaft) als eine Organisationsstruktur mit einer Regel weniger: es wird nicht gefordert,
daf es fiir Elemente a # 0 ein Inverses a~! beziiglich der Multiplikation gibt.

Notation 6.3. (1) Die Multiplikation kiirzen wir ab durch
ab:=a-b.

Aufserdem gilt ‘Punkt vor Strich’. Diese Festlegung spart Klammern.
(2) Das neutrale Element der Addition wird mit 0 bezeichnet, das additive Inverse zu a € R
hat die Notation
—a
also a + (—a) = (—a) + a = 0. Statt a + (—b) schreiben wir wie gewohnlich a — b.
(3) Zua € Rund n € Ny definieren wir rekursiv a” = 1 und

a"=a-a" L
Damit ist a” = a - ... - a mit n-Faktoren a. Es gelten die erwarteten Potenzgesetze
anam — aner
(ab)" = a"b". (nur wenn ab = ba)

Beispiel 6.4. (1)  Jeder Korper ist ein Ring: Q, R, F),, C, ...
(2) Die ganzen Zahlen Z bilden einen Ring mit der tiblichen Addition und Multiplikation.



46 JAKOB STIX

(3) Sei X eine Menge und R ein Ring. Dann ist die Menge
Abb(X,R) :={f; f: X — R Abbildung}

der Abbildungen von X nach R ein Ring, der Ring der Funktionen von X nach R, und
zwar mit punktweiser Addition und Multiplikation: fiir fi, fo € Abb(X, R) und z € X gilt
(fi+ f2)(2) = fi(z) + f2(2),
(f1- f2)(@) = filz) - fol2).
Die Ringaxiome sind erfiillt, weil sie in R erfiillt sind. Man iiberlege sich dies!

(4)  Sei K ein Korper und n € N. Dann ist M,,(K), der Matrizenring (iiber K), ein Ring
mit der {iblichen Matrizenmultiplikation und Matrizenaddition.

(5) SeiV ein K-Vektorraum. Dann ist Endg (V') ein Ring beziiglich Addition und Komposition
von linearen Abbildungen.

(6) Sei R ein Ring und n € N. Matrizen mit Eintrdgen in R lassen sich genauso addieren
und multiplizieren wie Matrizen mit Eintrigen in einem Koérper. Mit der iiblichen Ma-
trizenmultiplikation und Matrizenaddition ist M, (R), der Matrizenring (iiber R), ein
Ring.

(7)  Der Nullring ist der einzige Ring mit genau einem Element. Addition und Multiplikation
ergeben sich von selbst.

(8) Sei A eine Menge und zu o € A ein Ring R, gegeben. Dann definiert komponentenweise
Addition und Multiplikation eine Ringstruktur auf dem Produkt

R .= H R,.

acA
Die Eins des Produkts R ist das Tupel (1g,)aina, das an jeder Stelle aus der jeweiligen
Eins besteht.
Das Produkt von Ringen ist eine Konstruktion analog zum Produkt von Gruppen, vgl.
Definition 1.9, oder zum Produkt von Mengen.

Beispiel 6.5. Sei G eine Gruppe und K ein Korper. Der Gruppenring mit Koeffizienten aus
K ist der Ring

geG
also als K-Vektorraum einfach die direkte Summe von 1-dimensionalen Vektorrdumen mit Basis
g fir jedes Gruppenelement g € G. Elemente von K[G] sind daher endliche Summen

a=Y alg)y

geG
mit a(g) € K und alle bis auf endlich viele a(g) = 0. Dies kann man auch als Funktionen
a:G— K

auffassen mit einem Wert # 0 an nur endlich vielen Stellen g € G. Die Basisvektoren g € K - g
liefern Elemente g € K[G].

Die Addition von K[G] ist die Addition als Vektorraum. Die Multiplikation wird definiert fiir
a,b € K[G] durch (Faltung)

a-b(g)= D a@)by).
z,y€G, Ty=g

Dies ist wohldefiniert, weil nur endlich viele  und endlich viele y zu a(z) # 0 # b(y) fithren: die
Summe ist eine endliche Summe. Diese Multiplikation setzt die Gruppenverkniipfung auf den
Elementen g € K[G] fiir g € G linear fort: fiir alle g, h € G gilt

g-h=gh.

Wir iiberlassen den Nachweis der Ringaxiome als Ubungsaufgabe.
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Bemerkung 6.6. Manchmal versteht man unter einem Ring einen Ring ohne Eins, also eine
Menge R mit + und -, so dafs (i)-(iii) der obigen Definition gelten. Dies tun wir hier nicht.
Manchmal wird fiir Ringe mit Eins noch verlangt, daft 0 # 1 gilt. Das tun wir hier auch nicht,
um den Nullring nicht auszuschliefen.

Die Eins in einem Ring ist eindeutig. Das geht wie beim neutralen Element einer Gruppe.
Sind 1 und 1’ Einsen, dann gilt

1=1-1"=1"
Es gelten die iiblichen Rechenregeln fiir —, insbesondere das Distributivgesetz mit — statt +.

Lemma 6.7. Sei R ein Ring. Dann gilt fiir alle a,b,c € R
(1) 0-a=a-0=0,

(2)  (=a)b=a(-b) = —(ab),

(8) a(b—c)=ab—ac und (a —b)c = ac — be.

(4)  (—a)(=b) = ab.

(5) —a=(-1)a=a(-1).

Beweis. (1) Aus 0a = (0 4+ 0)a = Oa + Oa folgt durch Addition mit —(0a) schon 0 = Oa. Die
Gleichung a0 = 0 folgt analog.

(2) Wegen ab + (—a)b = (a + (—a))b = 0b = 0 folgt (—a)b = —(ab). Die andere Gleichung
folgt analog.

(3) Es gilt a(b—c) = a(b+ (—c)) = ab+ a(—c) = ab+ (—ac) = ab — ac. Die andere Gleichung
folgt analog.

(4) Wir verwenden zweimal (2) und rechnen: (—a)(—b) = —(a)(—=b) = —(—(ab)) = ab.

(5) Aus (2) folgt (—1)a = —(1la) = —a. Die andere Gleichung folgt analog. O

Lemma 6.8. Sei 0 =1 in einem Ring R, dann ist R der Nullring.

Beweis. Sei a € R ein beliebiges Element. Dann gilt

und R enthilt nur ein einziges Element. O

Bemerkung 6.9. Jeder Ring ist ein Ring von geeigneten Funktionen auf einer Menge. Das Beispiel
Abb(X, R) ist also gut fiir die Intuition, aber trotzdem noch eine grobe Approximation, denn man
mufs akzeptieren, dafs der Wertebereich der Funktionen von x € X abhéngt. So ist beispielsweise
Z der Ring der algebraischen Funktionen auf Spec(Z), einer Menge die im Wesentlichen aus
den Primzahlen besteht. Der Wert von n € Z an der Primzahl p ist die Restklasse n mod p
in F, = Z/pZ. Man kann zumindest sehen, daff diese Funktionswerte die ganzen Zahlen als
Funktionen eindeutig festlegen. Denn falls fiir n,m € Z und alle Primzahlen p gilt n = m
mod p, so wihlen wir einfach eine Primzahl p, die grofer als 2 max{|n|, |m|} ist, und finden
wegen

—p<n—m<p

und p | n —m, dak n = m sein mufs. Entscheidend geht hier ein, dafs es unendlich viele Prim-
zahlen in Z gibt und damit die gewiinschte Wahl von p auch durchgefiihrt werden kann. Wenn
Sie nicht wissen, wie man beweist, dafs es unendlich viele Primzahlen gibt, dann holen Sie das
schnellstmoglich nach. Speziell Euklids Beweis hierfiir sollte jede/r Mathematikstudierende ken-
nen.

Beispiel 6.10. Die Menge der geraden ganzen Zahlen 27 C Z ist fiir den allgemeineren Begriff
des Rings, wo keine Eins gefordert wird, ein Unterring, und gleichzeitig ein Beispiel eines Rings
ohne Eins.
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Definition 6.11. Seien n,k € Ng. Der Binomialkoeffizient (Z) ist definiert als

k

und damit eine ganze Zahl > 0. Fir 0 < k < n gilt (Z) = ﬁlk), und sonst (Z) = 0.

<n> = |{k-elementige Teilmengen von {1,...,n}}|

Proposition 6.12 (Binomischer Lehrsatz). Seien a,b € R kommutierende Elemente: ab = ba.

Dann gilt fiir alle n € Ny:
(a+0)" = Z (Z) akpnFk,

k=0

Beweis. Aus ab = ba zeigt man zunichst per Induktion nach k, dak auch ba* = a¥b gilt.
Wir argumentieren nun per Induktion nach n. Der Anfang n = 0 ist klar. Im Schritt von n
auf n + 1 mufs man bei

(a+ )" = (a+b)- kzn::() <Z> akpn—k — g ((Z) + (k i 1>)akbn+1—k

das Element b an a® ,yorbeiziehen“. Nun folgt die Formel durch Koeffizientenvergleich mittels

der Rekursionsformel fiir Binomialkoeffizienten

() =0)+ ()

Aus der n + 1-elementigen Menge wahlen wir einen Prasidenten. Die k-elementigen Teilmengen

teilen sich auf in (Z)—Viele ohne und (kﬁl)—viele mit dem Préasidenten. O

Wir wollen algebraische Strukturen stets zusammen mit den strukturerhaltenden Abbildungen
untersuchen.

Definition 6.13. Ein Ringhomomorphismus (oder kiirzer Homomorphismus) zwischen
Ringen R und S ist eine Abbildung f: R — S, so daf fiir alle a,b € R gilt:

(i) fla+b)=f(a)+ f(b),

(i) f(ab) = f(a)f (D),

(i) f(1) =1

Ein Ringisomorphismus ist ein bijektiver Ringhomomorphismus.

Bemerkung 6.14. (1)  Fiir jeden Ringhomomorphismus f : R — S ist f ein Gruppenhomomor-
phismus der zugrundeliegenden abelschen Gruppen. Inbesondere gilt fiir alle a € R

f(=a) =—f(a).
(2) Ein Ringisomorphismus zu sein ist dquivalent dazu, daf es einen inversen Ringhomo-

morphismus gibt: das Inverse ist aufgrund der Bijektivitdat automatisch ein Ringhomomor-
phismus.

Beispiel 6.15. (1)  Sei R ein Ring und ¢ : Y — X eine Abbildung von Mengen. Der Pullback
(oder Riickzug) ist der folgende Ringhomomorphismus:

p* : Abb(X, R) = Abb(Y, R),  ¢*(f) = fog,

also (¢ f)(y) = flp(y)) fir alley € Y.
(2) Isti:Y < X die Inklusion einer Teilmenge, dann ist der Pullback die Einschrinkung
i*(f) = fly-

(3) Fiir eine einpunktige Menge Y = {y} ist Abb(Y, R) ~ R. Die Abbildung f — f(y) ist
bijektiv und ein Ringisomorphismus.
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(4)  Ein Spezialfall des Pullback: zu x € X und der Inklusion i : Y = {z} — X ist

i* : Abb(X, R) — Abb({z},R) ~ R
f=itf=f(o).

Dies ist der Auswertungshomomorphismus im Punkt z € X.
Beispiel 6.16. Die komplexe Konjugation C — C definiert durch
z=x+iy—z=x—1y
ist ein Ringhomomorphismus, sogar ein Ringisomorphismus.
Beispiel 6.17. Sei K ein Korper. Dann ist
K — Ma(K)
0 < a 0 >
00
kein Ringhomomorphismus. Wohl aber ist mit der Einheitsmatrix 1,, € M,,(K) die Abbildung

0

> o O

A
A= Aln = 0 .

0 O
ein Ringhomomorphismus K — M, (K).

Fiir einen K-Vektorraum V ist A — X -idy ein Ringhomomorphismus. Dies ist die koordina-
tenfreie Version des Ringhomomorphismus K — M, (K).

6.2. Potenzreihenringe und Polynomringe. Wir kommen zu zwei wichtigen Beispielen fiir
Ringe.

Definition 6.18. Sei R ein Ring. Der Potenzreihenring mit Koeffizienten in R und der
(formalen) Variablen X ist der Ring

R[[X]] = {Z a; X" ; a; € R fiir alle 4}
=0

der formalen Potenzreihen mit der folgenden Addition und Multiplikation:

(ia,xi) + (ibin’) _ i(aieri)Xi’
1=0 i=0

1=

(éaX) : (25}() _ i( S ashy) X

i=0  j+k=i

Die innere Summe geht hier {iber 0 < j < ¢ mit kK = ¢ — j, aber in unserer Schreibweise ist es
symmetrischer. Die Bedingung j,k > 0 nehmen wir stillschweigend dazu, denn a; und by sind
ja nur fir j, k > 0 vorhanden. Insbesondere handelt es sich um eine endliche Summe, somit
ist die Multiplikation in R[[X]] wohldefiniert.
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Die Ringaxiome verifiziert man leicht, etwa die Assoziativitét:

o0 [e.9] o0 o0 o0
O aX- D biX) D eX =) (D aibe) X aX
=0 1=0 =0 =0 j+k=t 1=0
o0

=> (D aibp)es) X

=0 r+s=t j+k=r

D

:Z( Z ajbkcl)Xi
=0 jtktl=i
x

:Z( Z ar( Z bkcl))Xi

=0 r+4s=t k+l=s

o0 00 ] 00 00
=0 1=0 k+l=i 1=0 1=0 1=0

Notation 6.19. (1)  Wir schreiben suggestiv
e .
ZaiXZ :ag—l—a1X+a2X2+....
i=0

‘Formale Variable’ bedeutet, dafs man nicht erwartet, hier etwas einsetzen zu konnen.
Insbesondere wird auch kein analytischer Limes gebildet. Die formalen Potenzreihen sind
einzig Symbole mit gewissen Rechenregeln, die an Polynome und Potenzreihen aus der
Analysis erinnern.
(2) Das Element X € R[[X]] bezeichne die Potenzreihe
X=0+1-X40-X>+....
Man rechnet leicht nach, daf X? die folgende Potenzreihe ist:
X'=04...40- X" 1. X 40 X 4

Definition 6.20. Sei R ein Ring. Eine R-Linearkombinationen von Elementen z1,...,z, € R
ist eine Summe

a1xr1 + ...+ anxy
mit a; € R fiir i = 1,...,n. Fiir n = 0 handelt es sich um die leere Linearkombination mit dem
Wert 0 per Konvention.

Bemerkung 6.21. Eine beliebige Potenzreihe ist keine R-Linearkombinatrion von Potenzen X*
schlicht und einfach deshalb, weil man in diesem algebraischen Kontext keine unendlichen Sum-
men bilden kann. Das ist nicht definiert, wohl aber das formale Symbol

o0
E aiX’.
=0

Definition 6.22. Ein Unterring (oder Teilring) eines Rings R ist eine Teilmenge S C R, die
1 enthélt und die beziiglich der Addition eine Untergruppe ist und beziiglich der Multiplikation
abgeschlossen ist.

Beispiel 6.23. Sei f: R — S ein Ringhomomorphismus. Das Bild von f ist ein Unterring

im(f) = f(R) € 5.
In der Tat: zu z,y € im(f) gibt es a,b € R mit f(a) = und f(b) = y. Dementsprechend gilt

z—y=fla) = f(b) = fla—0b) € im(f)
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und f(R) mit Addition ist eine Untergruppe von S mit Addition. Das folgt auch sofort aus der
entsprechenden Aussage zu Untergruppen. Das Bild im(f) ist nichts anderes als das Bild des
zugrundeiegenden Gruppenhomomorphsimus f : (R, +) — (5, +) der additiven Gruppen, damit
eine Untergruppe. Weiter ist

1= f(1) € im(f)
und ay = f(a)f(5) = f(ab) € im(f).
Der Polynomring ist ein Unterring im formalen Potenzreihenring.

Definition 6.24. Sei R ein Ring.
(1) Der Polynomring mit Koeffizienten in R ist der Unterring

R[X] = {f = ZaiXi € R[[X]] ; es gibt n > 0 mit a; = 0 fiir alle ¢ > n} C R[[X]].
=0

Man schreibt dann (nicht notwendigerweise mit dem minimal méglichen n):
n
f:ZaiXi :anX”+...+a1X+a0.
=0

Die Addition und Multiplikation von R[[X]] fiihren R[X] in sich {iber und definieren Ad-
dition und Multiplikation fiir den Polynomring R[X]. Die Ringaxiome vererben sich auto-
matisch.
(2) Fir f € R[X], f #0, gibt es eine eindeutige Darstellung
f=ar+aX +aX?+.. . +a,X"

mit a; € R fiir 0 < ¢ < n und a, # 0. Dann ist n = deg(f) der Grad von f, und der
Koeflizient a,, hiefst Leitkoeffizient. Auferdem heifst f normiert, wenn dariiberhinaus
an, =1 gilt.

Bemerkung 6.25. Der Unterring R[X] von R[[X]] ist genau der Unterring der R-Linearkombi-
nationen von Potenzen X°.

Bemerkung 6.26. Fir f,g € R[X] gilt

deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)},

deg(fg) < deg(f) + deg(g),
wobei wir die Gradfunktion durch deg(0) = —oo mit entsprechender Interpretation der rechten

Seite der Formeln. Haben f den Leitkoeffizient @ und g den Leitkoeffizient b, und gelte ab # 0,
dann gilt sogar

<
<

deg(fg) = deg(f) + deg(g).
Diese Bedingung ist insbesondere fiir den Fall R = K ein Korper stets erfiillt.
Beispiel 6.27. Sei R ein Ring. Die Abbildung
R — R[X]
a—a=a-X"40-X'+0- X2+ ...,

die jedes Element auf das konstante Polynom a abbildet, ist ein injektiver Ringhomomorphismus.
Wir identifizieren R mit dem Unterring von R[X] der konstanten Polynome, der durch das Bild
gegeben ist.

Satz 6.28 (Universelle Eigenschaft des Polynomrings). Sei f : R — S ein Ringhomomorphis-
mus. Sei y € S ein Element, das mit allen Elementen aus f(R) kommutiert, d.h. fir alle a € R
gilt

fla)y =yf(a).
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Dann gehort zu y ein Ringhomomorphismus ev, : R[X| — S, der Auswertungshomomorphis-
mus in y:

evy : R[X] = S
= a; X'+ evy(P(X)) = P(y) == Y _ fla:)y',
=0 1=0

der eindeutig durch die folgenden FEigenschaften charakterisiert ist:

(i)  evy(a) = f(a) fir jedes a in R C R[X].

(i) evy(X) =y,

Beweis. Der Wert P(y) ist wohldefiniert in S, denn erstens ist >« f(a;)y’ eine Summe von
Produkten von Elementen aus S und zweitens héingt P(y) nicht von der Wahl einer Darstellung
S gai X" von P(X) ab. Zwei Darstellungen unterscheiden sich um Terme der Form 0- X, und

der Beitrag in der Formel fiir P(y) ist f(0) - y* = 0, also ignorierbar.
Die Auswertung P(X) — P(y) ist ein Ringhomomorphismus, denn fiir

X):iaiXi und  Q(X ZbX]
1=0

gilt
n

P(y)Q(y) = (Zf(ai)yi) . (Zf(bj>yj) (ziehe y* an f(b;) vorbei)
i=0 5=0
= > fla) 'y

0<i<n,0<j<m
= > by
0<i<n,0<j<m

n+m

=3 ) flabyy
k=0 i+j=k

n+m

=SS bt = (PQ)Y).

k=0 i+j=k

und fiir die Addition analog. Weiter wird die Eins, also das konstante Polynom 1 zu f(1) =1 € R
ausgewertet. Die Auswertung erfiillt die geforderten Eigenschaften. '
Sei umgekehrt F' : R[X]| — S wie gefordert. Dann muf fir P(X) =" ja; X" € R[X] gelten

n

=F) aX)=) F(aX') = ZF a;)- F(X)" =Y fla:)y" = P(y) = evy(P).
i=0 1=0

i=0
Dies zeigt die Eindeutigkeit. ]
Man iiberlege sich zur Ubung, wo im Satz 6.28 der Unterschied zwischen R[X] und R[[X]]
wichtig ist.

Beispiel 6.29. Wir beschreiben zwei Auswertungen mit im Allgemeinen nichtkommutativem
Wertebereich.

(1) Sei A € M, (K) eine quadratische Matrix iiber dem Kérper K. Dann ist
evy : K[X] — M, (K)
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der Auswertungshomomorphismus in A eindeutig dadurch bestimmt, daf X — A und
A € K auf \1,, abgebildet wird. Dabei ist 1,, € M,,(K) die Einheitsmatrix, also die Eins
des Matrizenrings. Konkret geht P(X) = Z?:o a; X" auf
P(A) :agln-A0+a11n~A1+...—i—adln-Ad:aoln—f—alA—i—...—i—adAd.
(2) Sei V ein K-Vektorraum und f:V — V ein K-linearer Endomorphismus. Dann ist
evy . K[X] — EndK(V)

der Auswertungshomomorphismus in f eindeutig dadurch bestimmt, dafs X — f und

A € K auf X -idy abgebildet wird. Konkret geht P(X) = Z?:o a; X" auf
P(f) = apidofO 4+ ajidof! + ...+ agidof? = agid+ar f + ... + aqf?.
6.3. Polynomringe in mehreren Variablen.

Definition 6.30. Sei n € Ny. Der Polynomring R[X,...,X,] in n-Variablen mit Koeffi-
zienten aus R ist induktiv definiert als R fiir n = 0 und als Polynomring

RIX1, ..., Xn] = (R[X1,- ... Xp_1])[Xn].

Ein Monom ist ein Element der Form

XMoo Xk
fir kq, ..., k, € Np.
Lemma 6.31. Jedes Element P € R[X,...,X,] ist eine eindeutige R-Linearkombination von
paarweise verschiedenen Monomen: es qibt dy,...,d, € Ng und eindeutige

k... kn € R fir alle 0 < ko < do(1 <a<n)
mat

dy dn,
P=> ") ap, g, X X
k1=0  kn=0
Die Eindeutigkeit ist dabei wie folgt gemeint: Darstellungen als Linearkombination, die sich nur
in Koeffizienten ay, . ., = 0 unterscheiden, werden nicht als verschiedene Linearkombination
betrachtet.

Beweis. Per Induktion nach n. O

Notation 6.32. Eine verniinftige Notation fiir Polynome in mehreren Variablen benutzt Multi-
indizes. Ein Multiindex ist ein Tupel

k= ki, kn) € (No)",
zu dem wir das Monom wie folgt definieren:
XE.= xk. Xk
Ein Element P € R[X}, ..., X,] hat dann die Form
PX)= Y auxt
ke(No)™
mit eindeutigen a;, € R, von denen nur endlich viele # 0 sind.
Zu einer Permutation o € S, definieren wir den Ringautomorphismus
Ty : R[X1,..., X, — R[X1,...,X,]
durch T, (a) = a fiir alle a € R und
T5(Xi) = Xo(s)-
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Konkret gilt fir P(Xy,...,X,) € R[X1,...,X,]
T5(P) = P(Xs(1)s -+ Xo(n))-
Lemma 6.33. Diec Zuordnung o — T, definiert einen Gruppenhomomorphismus
Sp = Aut(R[ X1, ..., X,)).
Beweis. Wir miissen fiir o, 7 € S,, zeigen, dafs
TyoT, =T,
Hierfiir reicht es, den Effekt auf den Variablen X; nachzurechnen:
To 0 To(X;) = To(Xr)) = Xo(r(i)) = Xor(i) = Tor(Xi). O

Definition 6.34. Ein symmetrisches Polynom ist ein Polynom P € R[X}, ..., X,], das unter
allen Symmetrien 7T, invariant ist: fiir alle o € S, gilt

P(X1,.. ., X)) = P(Xo(1)s s Xom)-

Beispiel 6.35. Wir nutzen die Multiindexschreibweise. Fiir 1 < r < n ist das r-te elementar-
symmetrische Polynom in n Variablen das Polynom

oX)= >  x.
]g{lr“zn}7 |I|:T
Man iiberlegt sich leicht, daf die elementarsymmetrischen Polynome symmetrisch sind. Konkret
gitl
Ul(X)IX1++Xn und Un(X)ZXlXQ'”Xn.
Wir definieren zusétzlich ad hoc
(o1)] (&) =1.

Satz 6.36 (Vieta-Formel). Sei K ein Kérper und P(T) = T" + a1T" 1 + ... + a, € K[T] ein
normiertes Polynom. Seien o, . . ., oy, die Nullstellen von P(T') mit ihrer jeweiligen Vielfachheit.
Dann gilt
ar = (—=1)"op(a1,...,ap).

Beweis. Wir betrachten das normierte Polynom mit den Nullstellen Xi,...,X,, tiber R =
K[Xj,...,X,] und multiplizieren aus:

n n

[T - x) = S (- )T iy(X) (6.1)

i=1 1=0
Die Nullstellen ag, ..., o, definieren einen Auswertungshomomorphismus

fK[Xy,...,.X,)[T) = K[T], Xi—a«a firi=1,...,nund T+~ T.

Diesen wenden wir auf (6.1) an und erhalten

n n n

P(T) = T](T = &) = TT(/ (D) = (x0) = £ (T - x0)
=1 =1 =1

- f<2(—1)i:r"*iai@)) =3 (1) T f(0(X)) =D (—1)'T" "oi(an,. .., an).

=0 =0 =0

Per Koeffizientenvergleich erhalten wir die Aussage des Satzes. U

Satz 6.37. Jedes symmetrische Polynom ist ein Polynom in den elementarsymmetrischen Po-
lynomen.

Beweis. Per Induktion nach dem Grad des Polynoms und nach der Anzahl der Variablen. [
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6.4. Einheiten. Beziiglich der Addition ist ein Ring eine (abelsche) Gruppe. Dies gilt nicht fiir
den Ring und die Multiplikation. Ein Inverses beziiglich der Multiplikation fehlt im Allgemeinen.

Definition 6.38. Eine Einheit ist ein Ringelement ¢ € R mit multiplikativem Inversen in R:
es gibt ein b € R mit

ab="ba =1.
Satz 6.39. Fir einen Ring R ist die Menge der Einheiten
R* ={a € R; a ist Finheit}

eine Gruppe beziiglich Multiplikation in R. Insbesondere ist das multiplikative Inverse einer Ein-
heit eindeutig. Diese Gruppe heifst EFinheitengruppe von R.

Beweis. Die Multiplikation von R schrankt sich ein zu einer Verkniipfung

R* x R* — R*, (a,b) — ab,

denn mit Inversem a1

ab € R*.

Offensichtlich ist 1 € R*, und 1 ist neutrales Element in R*. Die Existenz in R* eines Inversen
zua € R* folgt, weil es per Definition ein b € R gibt mit ab = ba = 1 und aus Symmetriegriinden
dann auch b € R*.

Die Assoziativitat der Multiplikation in R* folgt trivial aus der Assoziativitdt der Multipli-
kation in R. O

von a und Inversem b~! von b ist b~ 'a~! Inverses zu ab, und damit ist

Beispiel 6.40. (1) Die Einheiten von Z sind Z* = {1, —1} und als Gruppe isomorph zu Z/2Z.
(2) Sei G eine Gruppe und K ein Korper. Dann definiert

G — K[G]*, g g

einen injektiven Gruppenhomomorphismus.
(3) Die Einheiten des Matrizenrings M,,(K) sind die Gruppe der invertierbaren Matrizen

M, (K)* = GL,(K).
(4)  Sei K ein Kérper und f(X) = agX?+aqg 1 X" +... und g(X) = b X +be1 X + ..
Polynome vom Grad d und e, d.h., ag # 0 und b, # 0. Dann ist
(f - 9)(X) = aghe X ¢ + Terme kleineren Grades

mit agb. # 0, weil K ein Korper ist, und damit
deg(fg) = deg(f) + deg(y).

Insbesondere sind daher die Einheiten genau die konstanten Polynome ungleich 0. Die
Einbettung K — K[X] induziert einen Isomorphismus

K" 5 (K[X))™.

Beispiel 6.41. (1) Der Potenzreihenring hat Moglichkeiten, die der Polynomring nicht hat.
Etwa hat das Polynom 1 — X € R[X] kein multiplikatives Inverses, wohl aber die formale
Potenzreihe 1 — X € R[[X]] das multiplikative Inverse Y ;2 X", es gilt ndmlich in R[[X]]

o0
1-X)-) X'=1+(X-X)+(X*-X*)+...=1
i=0
Dies ist nichts anderes als die geometrische Reihe, die aus der Analysis bekannt ist. Spéates-
tens hier sieht man, dafs man mit formalen Potenzreihen Analysis fiir Algebraiker betreibt.
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(2) Sei (an) die Fibonacci-Folge mit ap = 0, a; = 1 und fiir alle n > 2
ap = Gp—1 + Gnp—2.

Wir betrachten die erzeugende Funktion

=> a, X" € R[[X]].
n=0

Aufgrund der Rekursionsgleichung und ag = 0 finden wir

(X—i—X2 Zan 1 X" —i—Zan o X" Z(an_1+an_2)X”
n=2

=3 X" = F(X) - X,
n=2
oder umgeformt
FX)-1-X-X?)=X.

Nun sind die Lésungen der quadratischen Gleichung 72 — T — 1 = 0 gegeben durch

_1+V56 __1-V5
- 2 ) @ - 2 )
so dak nach Vieta T? — T — 1 = (T — )(T — @) beziehungsweise
1-X - X?=(1-eX)(1-¢X).

Nun haben die Faktoren der Form 1—aX in R[[X]] das Inverse >~ ; @™ X". Damit kénnen
wir weiter nach F'(X) auflosen:

“x (S (Sere) - S T ew)

n= n=0 r4s=n—

Koeffizientenvergleich liefert nun die geschlossene Formel fiir die Fibonacci-Folge

= > ¢ S ik \}5((1:\@)"—(1_2\/5)”)-

r4+s=n—1 ('0

Proposition 6.42. Sei f : R — S ein Ringhomomorphismus. Dann bildet f Finheiten auf
Einheiten ab, und die erhaltene Einschrinkung

* = flpx : R — 8%
st ein Gruppenhomomorphismus.
Beweis. Sei uw € R*. Dann gibt es per Definition v € R mit uv = vu = 1. Dann gilt aber auch
fw)fv) = fluv) = f(1) =1 = flvu) = f(v)f(w).
Somit ist f(u) € S* mit multiplikativem Inversen f(v). Der Rest der Behauptung ist klar. [

Definition 6.43. (1) Ein Schiefkorper ist ein Ring R mit 0 # 1 und R* = R\ {0}.
(2) Ein Korper ist ein abelscher Schiefkérper.

Wegen 1 € R* folgt aus R* = R\ {0} bereits 0 # 1. Die redundante Bedingung 0 # 1 haben
wir nur der Deutlichkeit halber aufgefiihrt.

Beispiel 6.44. Die Quaternionen H, die man als Unterring

H:{(j} ‘f) : z,wec}gM2(C)
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definieren kann, bilden einen nichtkommutativen Schiefkérper. Die Determinante auf My(C)
schriankt ein zu einer multiplikativen Abbildung, der (reduzierten) Norm

Ned :H R, Ned([ 2 77 )= 22 + .
w z

Wenn z = 5} ;w # 0, dann ist auch Nrd(z) # 0. Offensichtlich ist damit das Inverse zu

x durch das folgende Quaternion gegeben:

1 zZ w
[2? + |w* \ —w =z )

Die Quaternionen bilden einen R-Untervektorraum von My (C) und
dimR H = 4.
Die iibliche R-Basis ist

Y ()= () ()

Jedes Quaternion z € H ist also von der Form
r=a+bi+cj+dk
mit eindeutigen a, b, ¢, d € R. Die Addition ist die des R-Vektorraums
H=RaeRidRj P RE.
Die Multiplikation ist durch R-lineare Fortsetzung bestimmt durch die Werte
i?=j2=k*=—1, und ij = k = —ji.

UBUNGSAUFGABEN ZU §6

Ubungsaufgabe 6.1. Sei R ein Ring und X eine nichtleere Menge. Man iiberlege sich fiir den
Ring Abb(X, R) das Nullelement, die Eins und das inverse Element zu einem f: X — R.

Ubungsaufgabe 6.2. Sei R ein Ring und R°P die gleiche Menge R mit Addition von R und
Multiplikation -°P definiert durch
a-°Pb=ba

fiir alle a,b € R. Zeigen Sie, dafs R°P ein Ring ist.
Ubungsaufgabe 6.3. Sei R ein Ring. Berechnen Sie in R[[X]] das Produkt (1 — X)- 352, X°.

Ubungsaufgabe 6.4. Sei A eine Menge und zu a € A ein Ring R,, gegeben.
(1) Zeigen Sie, dak fiir jedes S € A die Projektion

pra: H R, — Rg
acA
definiert durch
prs((Ta)aca) = g
ein Ringhomomorphismus ist.
(2) Zeigen Sie, dak zu Ringhomomorphismen f, : S — R, fiir alle & € A genau ein Ringho-
momorphismus
f:8= 1] Ra
acA
existiert mit pr, of = f, fiir alle o € A.
Zeigen Sie, dak [],c 4 Ro mit den pr,, bis auf eindeutige Isomorphie durch diese Eigen-
schaft bestimmt ist.
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(3) Zeigen Sie, dak fiir alle § € A die Abbildung

iﬂth—) HRQ
acA

x = (0,...,0, z,0...,0)

T
18
kein Ringhomomorphismus ist (es sei denn A = {3}).

Ubungsaufgabe 6.5. Zeigen Sie, daf es fiir jeden Ring R genau einen Ringhomomorphismus
7Z — R gibt.

Ubungsaufgabe 6.6. Sei K ein Kérper. Wir betrachten im Potenzreihenring K[[X]] die Teilmenge
R= {f:ZaiXi ; a; € K fir alle ¢ > 0 und a; = 0} C K[[X]]
i=0

der Potenzreihen ohne linearen Term. Zeigen Sie, daf R ein Unterring ist.

Ubungsaufgabe 6.7. Welches sind die invertierbaren Elemente in Abb(X, R) und wie sieht die
Gruppenstruktur auf Abb(X, R)* aus?

Ubungsaufgabe 6.8. Bestimmen Sie die Einheitengruppe des Rings Z/nZ: zeigen Sie
(Z/nZ)* ={d+nZ € Z/nZ ; d und n sind teilerfremd}.
Wieviele Elemente hat sie?

Ubungsaufgabe 6.9. Sei Autgyruppe(Z/nZ) die Gruppe der Automorphismen von Z/nZ als Grup-
pe. Beschreiben Sie einen Isomorphismus.
AutGruppe(Z/nZ) =~ (Z/nZ)*.
Bestimmen Sie die Automorphismen von Z/nZ als Ring.
Ubungsaufgabe 6.10. Sei K ein Korper. Wir definieren K[e] als 2-dimensionalen K-Vektorraum
mit Basis 1,e und schreiben die Vektoren mit Koordinaten a,b € K beziiglich dieser Basis als
a + be. Dann definieren wir eine Addition
(a+be)+ (c+de)=(a+c)+ (b+d)e
und eine Multiplikation
(a+be)(c+de) = ac+ (be + ad)e.

Zeigen Sie, daf K|[e] ein Ring ist und ¢ # 0 mit &2 = 0.
Sei R ein Ring und ¢ : R — K|e] ein Ringhomomorphismus. Wir schreiben ¢ in Koordinaten
flir f € R als

o(f) = f(0)+0fe
mit f(0) € K und 0f € K. Zeigen Sie, dafs
f = f(0)
ein Ringhomomorphismus R — K ist und fiir f,g € R gilt

d(fg) = f(0)dg + g(0)0f.

Anmerkung: Die Notation f fiir ein Element ist suggestiv fiir einen Ring von Funktionen R.
Die Notation f(0) suggeriert eine Auswertung, ist aber rein formal nur eine Notation fiir die erste
Komponente. Die Notation 0f suggeriert eine Ableitung, ist aber rein formal nur eine Notation
fiir die zweite Komponente. Das € € K|[e] ist die algebraische Variante einer infinitesimal kleinen
Zahl.
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Ubungsaufgabe 6.11. Seien X = (X1,...,X,) Variablen. Das k-te Newton—Polynom ist
n
Ny(X) =) X},
i=1

Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

(a)  Ni(X) ist symmetrisch.
(b)  Fiir alle m > n gilt die Rekursion

(¢) Firalle 1 <m <n gilt:

m—1

Nl X) = (D2 (=17 0 X)Non (X)) + (=1)"'mom(X).
=1

7. IDEALE UND QUOTIENTEN

Ab jetzt betrachten wir nur noch kommutative Ringe mit Eins!

7.1. Ideale. Das Bild eines Ringhomomorphismus f : R — S ist ein Unterring. Da wir Ringe
mit 1 betrachten, gilt dasselbe nicht fiir den Kern von f

ker(f) ={a € R; f(a) =0}.

Was ist der Kern fiir eine Teilmenge? Die Antwort definieren wir jetzt: ein Ideal, siehe Proposi-
tiion 7.4.

Definition 7.1. Ein Ideal ist eine Teilmenge I eines Rings R, die

(1) eine Untergruppe beziiglich Addition ist,
(ii))  und fiir alle x € I und a € R gilt ax € 1.

Analog zum Untergruppenkriterium, Proposition 2.7, formulieren wir ein Kriterium fiir Ideale.

Lemma 7.2. Eine Teilmenge I eines Rings R ist ein Ideal genau dann, wenn
() 140,

(i)  firallex,yel istx+ye€l,

(11i)  und fir alle x € I und a € R gilt ax € 1.

Beweis. Wir miissen nachweisen, daf ein I C R wie im Lemma mit (i)-(iii) eine Untergruppe
von (R,+) ist. Aus dem Untergruppenkriterium fehlt nur die Existenz des Inversen. Zu = € [
ist aber nach (iii) auch

—z=(-1)z el O
Beispiel 7.3. Sei x € R ein Element. Dann ist die Menge Rx = {ax ; a € R} ein Ideal von R,
wie man leicht mit dem Kriterium nach Lemma 7.2 nachrechnet.

(i) Esist0=0-z € Rux.
(ii)  Fir az,bx € Rz ist ax 4+ bx = (a + b)x € Rx.
(ii) Fir bz € Rx und a € R ist a(bx) = (ab)x € Rx.

Ideale von diesem Typ nennen wir Hauptideale, siehe Definition 8.3.

Proposition 7.4. Der Kern eines Ringhomomorphismus f : R — S ist ein Ideal.
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Beweis. Seien x,y € ker(f) und a € R. Dann gilt
flz+y)=flx)+ fly) =0
flaz) = f(a)f(z) = f(a)0 = 0.
Damit ist auch = + y, az € ker(f). Aukerdem ist 0 € ker(f) # (). Lemma 7.2 zeigt, daf ker(f)
ein Ideal ist. g
Proposition 7.5. Ein Ringhomomorphismus f : R — S ist injektiv <= ker(f) = {0}.

Beweis. Ob f injektiv ist, hingt nicht von der Multiplikation ab. Es reicht, f als Gruppenhomo-
morphismus f : (R,+) — (5, +) zu betrachten. Dann folgt die Aussage sofort aus der Aussage
fiir Gruppen, Proposition 2.14. O

Definition 7.6. Sei R ein Ring, und sei M C R eine Teilmenge. Das von M erzeugte Ideal
ist die Menge
(M) ={a1x1+ ...+ apry ; n € Ng,a; € Ryx; € M fur 1 <i <n}
der R-Linearkombinationen von Elementen aus M. Fiir eine endliche Menge {z1,...,z,} schrei-
ben wir ohne Mengenklammern
(1,0 xn) = ({21, ..., 20 }).

Bemerkung 7.7. Wir buchstabieren sorgfiltig aus, warum (M) ein Ideal ist: Die Menge der R-
Linearkombinationen ist abgeschlossen unter Addition (klar) und Multiplikation mit Elementen
von R:

r(aixy + ...+ apxy) = (ray)xy + ... + (ray)x, € (M)
mit a¢; € Rund z; € M fir alle 1 < i < n und r € R. Da iiberdies 0 € (M) als Wert der
R-Linearkombination aus 0 Summanden, ist (M) ein Ideal nach Lemma 7.2.

Lemma 7.8. Sei A eine Menge und fiir jedes a € A ein Ideal I, im Ring R gegeben. Dann ist
der Schnitt ein Ideal von R:

I= ﬂ[a:{xeR; fir alle a € A gilt x € 1,}.
acA

Beweis. Das ist eine einfache Ubungsaufgabe. U

Offensichtlich ist (M) das kleinste Ideal in R beziiglich Inklusion, das die Menge M enthlt:
(M) = N I.
MCI, I Ideal in R

Wenn (M) = I fiir ein Ideal I C R, dann nennen wir die Menge M C R ein Erzeugendensys-
tem von I, und die Elemente von M heifsen Erzeuger von I.

Beispiel 7.9. (1) Im Ring Z ist fiir jedes n € Z die von n erzeugte Untergruppe ein Ideal
(n)=nZ={na; ac€Z} CZ.

Dies sind demnach alle Ideale von Z, denn es gibt ja schon keine anderen Untergruppen.
(2) In jedem Ring R sind (0) = {0} und (1) = R Ideale. Die Ideale # (0), (1) von R heifsen
echte Ideale von R.
(3) Im Ring Z[X] haben wir das Ideal

d
(2,X)={f; fder Form Y a;X’; a; € Z fiir alle i > 0 und a € 2Z}.
=0
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Lemma 7.10. Se: fiir jedes n € N ein Ideal I, im Ring R gegeben, so daf$ diese eine aufsteigende
Kette

LCLCC...CI,CI1C...
bilden. Dann ist die Vereinigung ein Ideal von R:

I= UIn.

neN
Beweis. Das ist eine einfache Ubungsaufgabe. U

Bemerkung 7.11. In Z sind Ideale sehr nahe an den Zahlen, also den Elementen. Ideale konnen
nur nicht zwischen n und —n unterscheiden: (n) = (—n). Historisch entstanden Ideale aus dem
Versuch, fiir Erweiterungen von Z zu Zahlbereichen in C die guten Eigenschaften von Z zu
erhalten (eindeutige Faktorisierung in Primfaktoren). Das Wort ‘Ideal’ erinnert dabei an ‘ideale
Zahl’.

Die Vorstellung, Ideale seien ‘ideale Zahlen’, ist allerdings im allgemeinen Fall irrefiihrend.

7.2. Faktorringe, Quotienten und Isomorphiesitze.

Satz 7.12 (Faktorring). Sei I C R ein Ideal im Ring R. Dann existiert auf der Faktorgruppe
R/I eine eindeutige Ringstruktur, so daf$ die Quotientenabbildung

p:R— R/I
ein Ringhomomorphismus ist. Es gilt dann I = ker(p).

Der Ring R/I wird Faktorring von R nach I genannt, und p: R — R/I heifit kanonische
Projektion oder Quotientenabbildung.

Beweis. Als Homomorphismus abelscher Gruppen gibt es p : R — R/I und ker(p) = I. Es bleibt
zu zeigen, da wir auf R/I eine vertrigliche Ringstruktur definieren kénnen. Da p surjektiv ist
und ein Ringhomomorphismus sein soll, haben wir keine Wahl, als fiir alle a,b € R zu definieren:

(a+I)-(b+1):=ab+ 1.

Es ist nur zu zeigen, dafs diese Multiplikation wohldefiniert ist. Alle anderen Ringaxiome gelten
automatisch: sie werden via p von R geerbt. (Das tiberlege man sich!)

Aus Symmetriegriinden reicht es, einen Faktor durch einen anderen Représentanten auszu-
driicken. Sei a + I =da' + I, also z = a — a’ € I. Dann gilt

ab= (a' +z)b=adb+axbeab+1,

und die Nebenklassen ab + I und a’b + I sind nicht disjunkt, also gleich. Dies zeigt, daf die
Multiplikation auf R/I wohldefiniert ist. O

Korollar 7.13. Jedes Ideal ist der Kern eines geeigneten Ringhomomorphimus.
Beweis. Sofort aus Satz 7.12. O

Beispiel 7.14. Der Faktorring Z/nZ von Z nach dem Ideal (n) = nZ ist der Ring der Restklas-
sen modulo n. Addiert und multipliziert wird in Z/nZ durch Addition und Multiplikation von
Vertretern. Dafl dies alles wohldefiniert ist, dafiir sorgt Satz 7.12.

Notation 7.15. Wir iibertragen die Notation der Kongruenz von Z/nZ auf beliebige Faktorringe
R/I. Fiir a,b € R gilt dann

a=b (modl) <= a+I=b+1€R/]I < a—-bel.

Definition 7.16. Seien R ein Ring und I C R ein Ideal. Ein Quotient fiir I/ C R ist ein Ring
Q) zusammen mit einem Homomorphismus

q: R— Q,

genannt Quotientenabbildung oder genauer Quotientenhomomorphismus, so dafs
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(i) I Cker(g), und
(i)  fur jeden Ringhomomorphismus f : R — S mit I C ker(f) gibt es einen eindeutigen
Ringhomomorphismus f : Q — S mit f = f o ¢, d.h. das Diagramm

kommutiert, und f ist der einzige Homomorphismus Q — S, fiir den das gilt.

Bemerkung 7.17. Wie in Proposition 5.10 im Fall von Gruppen zeigt man die Eindeutigkeit von
Quotienten (sofern sie existieren!) bis auf Isomorphismus, der dartiberhinaus selbst eindeutig ist,
wenn er mit der Quotientenabbildung vertraglich ist.

Satz 7.18 (Quotienten). Seien R ein Ring und I C R ein Ideal. Dann ist der Faktorring R/
zusammen mit der kanonischen Projektion p: R — R/I ein Quotient.

Beweis. Das geht genauso wie im Satz 5.11 im Fall von Gruppen. U

Bemerkung 7.19. Aus Satz 7.18 folgt, daf aufgrund der Eindeutigkeit des Quotienten, Bemer-
kung 7.17, die Quotientenabbildungen ¢ : R — @ fir Ideale I C R immer surjektiv sind und
ker(q) = I gilt. Das folgt nicht aus der definierenden universellen Eigenschaft des Quoti-
enten, sondern aus der Konstruktion mittels Faktorring und der Eindeutigkeit.

Proposition 7.20. Sei f : R — S ein Ringhomomorphismus.

(1) SeiI C S ein Ideal. Dann ist f~1(I) ein Ideal in R.
(2) Sei f surjektiv und I C R ein Ideal. Dann ist f(I) ein Ideal in S.

Beweis. Das geht genauso wie in Proposition 5.7 im Fall von Gruppen:

(1) Esgilt f~1(I) = ker(R — S — S/I).

(2) Das Bild f([) ist eine Untergruppe von S. Fiir alle b € S gibt es ein a € R mit b = f(a).
Daher gilt auch bf(I) = f(a)f(I) = f(al) C f(I). O

Satz 7.21 (Homomorphiesatz). Sei f : R — S ein Ringhomomorphismus. Dann induziert f
einen Isomorphismus

f: R/ ker(f) = im(f), fla+1):= f(a).
Beweis. Der Beweis folgt analog zum Homomorphiesatz fiir Gruppen, Satz 5.15, aus der Quoti-
enteneigenschaft von R/I, siehe Satz 7.18.
Man kann auch sagen, daf f als Abbildung der zugrundeliegenden Gruppen wegen Satz 5.15
existiert und ein Isomorphismus von Gruppen ist. Weiter ist die Multiplikation auf R/I aber
genau so definiert, daf f sogar ein Ringhomomorphismus und damit Ringisomorphismus ist. [

Beispiel 7.22. Die Struktur eines Faktorrings R/I bestimmt man am besten, indem man einen
Isomorphismus S ~ R/I rat, den entsprechenden surjektiven Homomorphismus f : R — S
hinschreibt und dann I = ker(f) nachweist. Mit dieser Methode bestimmen wir

Z[X]/(2, X) ~ F.

Der surjektive Homomorphismus Z[X| — Fq ist die Auswertung X — 0 € Fo und auf Koef-
fizienten die kanonische Projektion Z — Z/27Z = Fs. In der Tat sind 2 und X im Kern der
Auswertung, und genauer f(0) =0 mod 2 genau dann, wenn der konstante Koeffizient von f
gerade ist. Dies beschreibt das Ideal (2, X).
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Beispiel 7.23. Aus Satz 6.28 bekommen wir zu R C C einen Ringhomomorphismus
R[X] — C, X — 1,
die Auswertung in i € C. Dieser Homomorphismus ist surjektiv mit Kern (X2 + 1), woraus sich
nach dem Homomorphiesatz der folgende Isomorphismus ergibt:
R[X]/(X?+1) ~C.
Es lassen sich auch die Isomorphieséatze tibertragen. Die Beweise sind formal die gleichen wie

bei Gruppen, basierend auf dem Homomorphiesatz bzw. der Quotienteneigenschaft der Faktor-
ringe.

Satz 7.24 (Erster Isomorphiesatz). Sei U C R ein Unterring und I C R ein Ideal.
Dann ist U N1 ein Ideal in U und
U/unil) = U+1)/I
u+(UNI) —u+T

ist ein Isomorphismus.
Beweis. Das ist der Homomorphiesatz fiir den Homomorphismus U — R — R/I. (]
Satz 7.25 (Zweiter Isomorphiesatz). Sei R ein Ring und seien I C J Ideale in R. Dann ist

(R/D)/(J/I) = R/J

(a+1)+J—a+J

ein Ringisomorphismus. Insbesondere ist J/I ein Ideal in R/1.

Beweis. Das ist der Homomorphiesatz fiir den Ringhomomorphismus R/I — R/J, der durch
die Quotienteneigenschaft von R — R/I induziert wird. O

Beispiel 7.26. Sei K ein Korper. Wir betrachten im Ring K[X, Y] das Ideal J = (X —Y3,Y —2).
Zunéchst liefert die Auswertung in y = 2 einen (offensichtlich surjektiven) Ringhomomorphismus
K[X,Y] - K[X], X=X Y2

also nach dem Homomorphiesatz einen Isomorphismus K[X,Y]/(Y —2) ~ K[X]. Es ist [ =
(Y —2) C J und J/I wird in K[X] zum Ideal (X — 8). Nach dem zweiten Isomorphiesatz ist
dann

K[X,Y]/(X Y3 Y —2)~ K[X]/(X —8).
Eine erneute Anwendung des Homomorphiesatzes angewandt auf die Auswertung in x = 8 fiihrt
zu K[X]/(X —8) ~ K.

7.3. Algebraische Geometrie von Mengen. Algebraische Geometrie beschreibt die ,Geome-
trie X durch die Algebra des Funktionenrings (algebraischer) Funktionen auf X. Wir skizzieren
in diesem Abschnitt einen Babyfall hiervon.

Definition 7.27. Sei X eine Menge und K ein Kérper.
(1) Fir eine Teilmenge Y C X definieren wir das Ideal im Ring der K-wertigen Funktionen
Abb(X, K)
IY)={f € Abb(X,K) ; f(y)=0fiiralley € Y}.
Dies ist der Kern der Einschrankung
Abb(X, K) — Abb(Y, K), fe=fly

und daher ein Ideal.
(2)  Umgekehrt setzen wir fiir ein Ideal I C Abb(X, K) die folgende Notation fiir die gemein-
same Nullstellenmenge (vanishing locus) fest:

V) ={xzeX; f(x)=0 Vfel}.
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(3) Die charakteristische Funktion einer Teilmenge Y C X ist die Funktion

1Y(50)={(1) i;§

Fiir einen Punkt (Element) y € Y setzen wir

Ly =1g,,
also ist 1, : X — K die Funktion mit

1 =z
o ={ g 420

Algebraische Geometrie basiert auf den Eigenschaften der Ubersetzung von Idealen in Teil-
mengen und umgekehrt.

Lemma 7.28. Die Konstruktionen I(—) und V(—) haben die folgenden Eigenschaften:
(1)  Fir Ideale I C J von Abb(X, K) folgt V(J) C V(I).

(2)  Fir Teilmengen Y C Z von X folgt I(Z) C I(Y).

(3) V(Abb(X,K)) =0 und V((0)) = X.

(4) I(X)=(0) und I(()) = Abb(X, K).

Beweis. Sofort aus der Definition. O
Eine Babyversion des ,Nullstellensatzes* lautet fiir Mengen wie folgt.
Satz 7.29. Sei X eine Menge und K ein Kérper.
(1) Sei Y C X eine Teilmenge. Dann gilt Y = V(I(Y)). Die Zuordnung
V:{Y; Y CX Teilmenge} — {I ; I C Abb(X, K) Ideal}
ist ein Linksinverses zur Zuordnung
I: {I;ICAbb(X,K) Ideal} — {Y ; Y C X Teilmenge} .
(2) Seia C Abb(X, K) ein Ideal. Dann gilt a C I(V(a)).
(3) Wenn X eine endliche Menge ist, dann gilt fir jedes Ideal a C Abb(X, K) sogar
a=I(V(a)).

Die Zuordnungen a — V(a) und Y — I(Y') sind zueinander inverse Bijektionen
{Y ; Y C X Teilmenge} <— {a; a C Abb(X, K) Ideal} .

Beweis. (1) Sei Z = X \'Y das Komplement. Es ist 17 € I(Y') und daher
VUI(Y) C{re X ; 1o(e) =0} = V.
Die andere Inklusion Y C V(I(Y)) gilt, weil f(y) =0 fir alley € Y und f € I(Y).
(2) Die Inklusion a C I(V(a)) folgt, weil f(y) = 0 fiir alle f € a und y € V(a).
(3) Sei Y = V(a). Dann gibt es fiir jedes z € Z = X \Y ein f € amit f(z) # 0. Mit a = f(2)
und a~! als konstante Funktion auf X mit Wert ! ist dann
1,=a'1, - fea

Weil Z endlich ist (die Summe hat dann nur endlich viele Summanden und ist wohldefiniert),
gilt fiir alle f € I(Y)

f=> f(2)- L.
z2€Z
Dies zeigt mit (2)
aCIV(a)=1(Y)C(1,; z€ Z) Ca. O
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Korollar 7.30. Sei X eine endliche Menge und K ein Korper. Die Punkte x € X sind in
Bijektion mittels a — V(a) und Y — I(Y) zu den beziiglich Inklusion mazimalen Idealen m C
Abb(X, K) mit m # Abb(X, K).

Beweis. Dies folgt sofort aus der Bijektion von Satz 7.29 (3) und der Beschreibung in Lem-
ma 7.28, wie diese Bijektionen mit der Inklusionsrelation umgehen. (]

UBUNGSAUFGABEN zU §7

Ubungsaufgabe 7.1. Sei K ein Korper. Sei a € Abb(N, K) die Teilmenge (der Funktionen mit
endlichem Trager)
a={f:N—K; IneN: f(i)=0 fir alle i > n}.
Zeigen Sie, daf a ein Ideal im Ring Abb(N, K) ist und nicht a = I(V (a)) gilt.
Ubungsaufgabe 7.2. Sei K ein Korper und sei h : X — Y eine Abbildung von Mengen. Sei
h* : Abb(Y, K) — Abb(X, K) der entsprechende Pullback-Homomorphismus f — h*(f) = foh.
(1) Zeigen Sie: Fiir f € Abb(Y, K) und x € X gilt mit y = h(x) und g = h*(f):
9(x) = f(y).
(2) Sei Z C X eine Teilmenge. Bestimmen Sie V(J) C Y fiir das Ideal
J=(h*)"'1(Z) C Abb(Y, K).

8. HAUPTIDEALRINGE

8.1. Integritatsringe und Hauptidealringe. Den Korpern am néchsten kommen die Inte-
gritatsringe.

Lemma—Definition 8.1. FEin Integritdtsring ist ein Ring mit 1 # 0, in dem die folgenden
dquivalenten Bedingungen gelten.
(a)  Die Kiirzungsregel gilt, d.h. fir alle a,z,y € R mit a # 0 gilt
ar=ay = T =1y.
(b)  Der Ring ist nullteilerfrei, d.h. fir alle x,y € R gilt
zy=0 = x=0odery=0.

Beweis. Es gelte die Kiirzungsregel und sei xy = 0. Wenn x = 0 ist nichts zu tun. Ansonsten
gilt xzy = 0 = 0 und man kann wegen x # 0 zu y = 0 kiirzen.

Umgekehrt sei R nun nullteilerfrei. Wenn a # 0, so folgt aus ax = ay, also a(x —y) = 0, schon
x — 1y = 0 oder eben x = y. Das zeigt die Kiirzungsregel. U

Beispiel 8.2. (1) Ein Korper ist ein Integritétsring: Sei K ein Korper, a,x,y € K mit axz = ay
und a # 0. Dann gibt es a~! € K und so

z=a Y az) = a Hay) = y.

Also erfiillt K die Kiirzungsregel. Die weitere Bedingung 0 # 1 erfiillt ein Kérper ebenfalls
per Definition.

(2)  Jeder Unterring eines Integritatsrings erbt die Kiirzungsregel, zum Beispiel jeder Unterring
eines Korpers wie etwa Z C Q. Dies ist kein Zufall, wie Satz A.1 zeigt.

(3) Sei R ein Ring mit 1 # 0, und es habe die Menge X mindestens 2 Elemente x; # 5. Dann
ist Abb(X, R) kein Integritatsring. Sei dazu fiir ¢ = 1,2 die Funktion f; : X — R mit

1 z=ux;

fi(m):{ 0 x#uwy
Dann gilt fi - fo = 0, aber beide f; sind von 0 verschieden.
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Die nach den Koérpern einfachsten Ringe sind die Hauptidealringe.

Definition 8.3. (1) Ein Hauptideal ist ein Ideal I in einem Ring R, das von einem Element
erzeugt werden kann: es gibt ¢ € R mit
I=(a)={ra; r € R} = Ra.
(2) Ein Hauptidealring ist ein Integritétsring, in dem alle Ideale Hauptideale sind.

Beispiel 8.4. (1) Das typische Beispiel ist Z. Ideale sind Untergruppen und damit von der
Form (n), also Hauptideale.

(2) Jeder Korper ist ein langweiliges Beispiel. Dort gibt es einfach keine nichttrivialen Ideale.
Die trivialen Ideale sind stets Hauptideale.

(3) Sei K ein Korper. Der Polynomring K [X] ist ein Hauptidealring. Dies ist aus der Linearen
Algebra bekannt, und wird hier mit Korollar 8.12 nochmals bewiesen.

(4) Das Ideal (2,X) C Z[X] ist kein Hauptideal. Angenommen, (2, X) = (f), dann gibt es
g,h € Z|X] mit 2 = gf und X = hf. Betrachtet man f als Polynom in Q[X], so muf es
wegen 2 = ¢gf konstant sein, und zwar f = £1 wegen X = hf. Dann aber erzeugt f schon
das triviale Ideal R, Widerspruch. Insbesondere ist Z[X| kein Hauptidealring.

(5) Sei R ein Ring. Das Ideal I = (X,1 — X) im Polynomring R[X] ist ein Hauptideal, denn
wegen

1=X+(1-X)
ist 1 € I, und damit R[X] = (1) C I C R[X]. Folglich gilt I = (1).

Bemerkung 8.5. Es gibt einen Dimensionsbegriff fiir kommutative Ringe mit dem Folgendes gilt:

e Korper sind genau die Integritétsringe von Dimension 0.

e Hauptidealringe sind Integritatsringe von Dimension 1, und zwar genau die ohne Singu-
laritdten und ohne nicht-triviale Geradenbiindel und jedes Ideal ist endlich erzeugt.

e Der Ring Z[X] hat beispielsweise die Dimension 2.

8.2. Euklidische Ringe. Wir formalisieren den Beweis, dafs Z ein Hauptidealring ist, indem
wir Division mit Rest abstrahieren.

Definition 8.6. Eine euklidische Gradfunktion auf einem Ring R ist eine Abbildung
d: R\ {0} — Ny,
so daf es fiir alle a € R und 0 # d € R Elemente ¢,r € R gibt mit

(i) a=gqgd+r,
(i) 7 =0 oder 6(r) < &(d).

Ein euklidischer Ring ist ein Integritétsring, den man mit einer euklidischen Gradfunktion
versehen kann.

Beispiel 8.7. Die ganzen Zahlen Z sind ein euklidischer Ring mit der euklidischen Gradfunktion
d(n) = |n|, dem reellen Absolutbetrag |-|.

Satz 8.8. Sei K ein Kdrper.
(1)  Firalle f,g € K[X]\ {0} gilt fg #0 und

deg(fg) = deg(f) + deg(g).

Insbesondere ist der Polynomring K[X] ein Integritditsring.
(2)  Die Einheiten des Polynomrings sind K[X]|* = K* als konstante Polynome # 0.

Beweis. (1) Sei n = deg(f) und m = deg(g). Dann ist f = a, X™ + Terme kleineren Grades
und g = b, X™ + Terme kleiner Grades und ay, b, € K*. Dann ist

fg = apby, X" + Terme kleineren Grades.
Weil a,b,, # 0, folgt insbesondere fg # 0 und deg(fg) = n + m.
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(2) Wenn f € K[X]*, dann gibt es g € K[X] mit fg = 1. Es folgt aus (1), dak 0 = deg(fg) =
deg(f) + deg(g), somit deg(f) = 0 und f ist konstant. O

Satz 8.9. Sei K ein Korper. Dann ist der Polynomring K[X] mit dem Grad als euklidischer
Gradfunktion ein euklidischer Ring.

Beweis. Mit f,g € K[X] verschieden von 0 ist fg # 0, weil nach Satz 8.8 ja deg(fg) = deg(f)+
deg(g) gilt. Insbesondere ist K|[X] ein Integrititsring.

Der Nachweis der Division mit Rest basiert auf dem Algorithmus der Polynomdivision. Zu
0#d € K[X] und jedem f € K[X] miissen wir ¢,r € K[X] finden mit

f=qd+r

und r = 0 oder deg(r) < deg(d). Fiir f = 0 wéhlen wir ¢ = 7 = 0 und sind fertig. Wir nehmen
daher im Folgenden f # 0 an.
Wir zeigen die Behauptung per Induktion nach deg(f). Falls deg(f) < deg(d), so wihlen wir
g =0und r = f, fertig. Wenn m = deg(f) > n = deg(d), so schreiben wir
f=anX™+ ... Terme kleineren Grades

d =b,X" + ... Terme kleineren Grades
mit a,, # 0 # b,. Dann ist
x Qm _
f=r-

=a, X" — C;)—me_” b, X™ 4+ ... Terme vom Grad < m
n

= Terme vom Grad < m

also

deg(f) < deg(/f).

Per Induktionsannahme gibt es nun ¢, 7 mit f = gd + 7 und 7 = 0 oder deg(7) < deg(d). Wir
setzen dann

+ aﬂXm_”
bn

(S
Il
N

ﬁ
I
=

und rechnen
~ Am _ . . A _ ~ QAm _ .
f=f+b—Xm ”d:qd—&—r—i-b—Xm "d = (q—i—b—Xm "d+ 7 =qd+r.
Weiterhin erfiillt das Restglied r die geforderten Eigenschaften.
Jetzt kiimmern wir uns um den Induktionsanfang: deg(f) = 0. Wenn deg(f) < deg(d), dann
ist wie oben nichts zu tun. Es fehlt also nur der Fall deg(f) = deg(d) = 0. Da d # 0 gibt es also
d~! € K[X] und die Wahl ¢ = fd~! mit » = 0 erfiillt die Anforderungen. O

Beispiel 8.10. Das folgende Beispiel zeigt, wie man die Existenz von Nullstellen erzwingen kann.

(1) Sei K ein Korper und f(X) = > ja; X" € K[X] ein Polynom positiven Grades n =
deg(f). Mittels eines Faktorrings kann man eine Nullstelle von f erzwingen. Sei I = (f(X))
und L = K[X]/I. Die Inklusion der Konstanten gefolgt von der Quotientenabbildung

K C K[X]— L =KI[X]/I

ist injektiv, weil I keine konstanten Polynome enthélt und damit der Kern der Komposition
nur aus der 0 besteht. In L schreiben wir fiir das Bild von X

a=X+1.
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Dann ist o eine Nullstelle von f(X) im folgenden Sinne: f(a) = Y"1 a;a’ wird représen-
tiert von

f(X) = Zaz-xi =0 (mod I).

Damit ist f(a) =0in L.

Division mit Rest erlaubt eine iibersichtliche Beschreibung der Elemente des Rings L.
Dariiberhinaus gibt Division mit Rest an, wie man Addition und vor allem Multiplikation
in dieser Darstellung auszufithren hat.

Die Einschrankung der Multiplikation auf K x L — L macht aus L einen K-Vektorraum.
Wegen n = deg(f) sind die Restklassen von X°, ..., X"~! modulo I eine K-Basis von L:
jedes Element von L hat einen eindeutigen Reprasentanten, der ein Polynom vom Grad
< n ist. Die Existenz folgt sofort, indem man einen beliebigen Repréisentanten P(X) durch
den Rest r(X) ersetzt, der bei Division mit Rest durch f(X) tibrigbleibt:

PX)=q¢X)f(X)+r(X)=r(X) (mod I).

Die Eindeutigkeit sieht man wie folgt. Wenn P;(X) = P5(X) (mod I) und beide Polynome
haben Grad deg(P;) < deg(f) = n, dann ist zum einen P (X) — Po(X) = f(X) - Q(X) fiir
ein geeignetes Q(X), aber andererseits

n > deg(Pr — P) = deg(fQ) = deg(f) + deg(Q) > n,

ein Widerspruch, es sei denn @ = 0 und deg(Q) = —oc.

Addition und Multiplikation in L berechnet man nun wie folgt. Zuerst addiert oder
Multipliziert man Représentaten in K [X], und erst wenn man die Restklasse in L eindeutig
darstellen will, dann berechnet man den Rest bei Division durch f(X). Der erhaltene Rest
ist der kanonische Représentant kleinsten Grades fiir das Ergebnis der Rechnung in L.

(2)  Im Faktorring R[X]/(X?+ 1) hat das Polynom X2+ 1 die Restklasse von X als Nullstelle.
Wir haben bereits in Beispiel 7.23 die Isomorphie R[X]/(X?% + 1) ~ C als Anwendung des
Homomorphiesatzes gesehen. Dabei geht die Restklasse von X auf ¢ € C. Wir finden daher
nur die altbekannte komplexe Nullstelle wieder.

Theorem 8.11. Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring.

Beweis. Sei R ein euklidischer Ring und ¢ : R\ {0} — Np eine euklidische Gradfunktion. Sei
I C R ein Ideal. Fiir I = (0) ist nichts zu tun. Sei also I # (0)
Da jede nichtleere Teilmenge von Ny ein minimales Element hat, gibt es a € I mit a # 0 und
minimalem euklidischen Grad
d(a) = min{é(x) ; x € I,z # 0}.

Wir zeigen nun I = (a). Sei dazu = € I beliebig. Dann gibt es ¢, € R mit £ = ga+7 und r = 0
oder deg(r) < deg(a). Weil

r=x—qac€l,
gilt aber r = 0 oder deg(r) > deg(a) nach Wahl von a. Also mufs » = 0 gelten. Damit ist
x = qa € (a). Weil dies fiir jedes = € I gilt, folgt I C (a). Die umgekehrte Inklusion gilt wegen
a € I. Also gilt I = (a). O

Korollar 8.12. Der Polynomring K|[X]| mit Koeffizienten aus einem Korper K ist ein Haupt-
idealring.

Beweis. Dies folgt aus Theorem 8.11, da nach Satz 8.9 der Polynomring euklidisch ist. O

UBUNGSAUFGABEN ZU §8

Ubungsaufgabe 8.1. Sei R ein Integritétsring. Bestimmen Sie die Einheitengruppe im Polynom-
ring R[X] und im Potenzreihenring R[[X]].
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Ubungsaufgabe 8.2. Sei K ein Korper. Zeigen Sie, dak K[[X]] ein Hauptidealring ist. Gibt es
eine euklidische Gradfunktion auf K[[X]]?

Ubungsaufgabe 8.3. Wir betrachten den Unterring R C K[[X]] aus Aufgabe 6.6 bestehend aus
allen Potenzreihen f mit verschwindendem linearen Term. Zeigen Sie, daf das Ideal (X2, X3)
von R kein Hauptideal in R ist.

9. ARITHMETIK IN HAUPTIDEALRINGEN

9.1. Teilbarkeit in Integritédtsringen. Wir vergeben einen Namen fiir die Situation, in der
sich zwei Ringelemente multiplikativ um eine Einheit unterscheiden.

Definition 9.1. Sei R ein Ring. Wir sagen Elemente a,b € R sind assoziiert, wenn
a~b:<= Je€ R* mita=c¢bh.

Lemma 9.2. Assoziiert zu sein ist eine Aquz’valenzrelation.

Beweis. Das ist eine einfache Ubungsaufgabe. U

Uber den Unterschied zwischen Elementen und den davon erzeugten Hauptidealen gibt die
folgende Proposition Auskunft.

Proposition 9.3. Sei R ein Ring und a,b € R.
(1)  Wenn a~b (a assoziiert zu b), dann ist (a) = (b).
(2) ae€R* <= (a)=R.
(3) Sei R ein Integrititsring. Dann gilt (a) = (b) <= a ~b.
Beweis. (1) Wenn a ~ b, dann gibt es ¢ € R* und a = €b. Aber dann ist
(a) = Ra = Reb C (b).
Da assoziiert zu sein symmetrisch ist, folgt auch (b) C (a).
(2) Es gilt per Definition und nach (1)
a€R* <= a~1 <= (a)=(1) < (a) =R.
(3) Wegen (1) ist nur zu zeigen, daf mit (a) = (b) die Elemente a,b assoziiert sind. Sei
(a) = (b). Dann gibt es ¢,0 € R mit a = ¢b und b = da. Es folgt
a =¢eb=c¢e(da) = a(ef).

Nach der Kiirzungsregel gilt € = 1 und ¢ ist eine Einheit, oder a = 0. In letzterem Fall gilt
dann aber auch b = da = 0. In jedem Fall folgt a ~ b. U

Bemerkung 9.4. Nach Proposition 9.3 werden Aquivalenzklassen von Elementen bis auf Assozi-
iertheit gerade durch die zugehorigen Hauptideale beschrieben. Diesen Standpunkt nehmen wir
im Folgenden haufiger unausgesprochen ein, und zwar immer wenn wir mit Hauptidfealen statt
Elementen argumentieren.

Definition 9.5. Sei R ein Integritdtsring und a,x € R. Dann sagt man z teilt a oder x ist
Teiler von a und verwendet die Notation

x| a,
wenn eine (also alle) der folgenden offensichtlich dquivalenten Bedingungen erfiillt sind:
JyeR: a=zy < a€ (z) < (a)C (x).
Ansonsten schreiben wir z 1 a, wenn x kein Teiler von a ist.

Beispiel 9.6. Fiir den Ring R = 7Z beschreibt Definition 9.5 die wohlbekannte Teilerrelation
ganzer Zahlen.



70 JAKOB STIX

Proposition 9.7 (Eigenschaften der Teilerrelation). Seien a,a’,b,c,z,x’ Elemente eines Inte-
gritdtsrings R. Dann gilt:
(1) 1]a.
(2) x|0.
(3) x|l < ze€R*.
(4) Wenn z | a, dann gilt xb | ab. Und wenn b # 0, dann folgt aus xb | ab auch z | a.
(5) al|bundb|c=alec.
(6) Seien ay,...,a, Elemente von R. Dann folgt aus x | a; fur alle i, daf$ fir alle b; € R, fiir
1 <i<n auch
x | biar + ...+ bpay.

(7)  Sind a ~ da' und x ~ 2’ jeweils assoziiert, dann gilt

r|la = 2'|d.
(8) (a|bundb|a) <= (a)=(b) <= a ~ b sind assoziiert.

Beweis. (1) a€ (1) =R.
(2) 0¢€(x).
(3) Proposition 9.3 (2).
(4) Wenn z | a, dann gibt es y € R mit a = xy. Dann auch ab = xby, somit xb | ab. Wenn
b # 0, zeigt die Kiirzungsregel auch die umgekehrte Implikation.
(5) Nach Voraussetzung gibt es z,y € R mit b = ax und ¢ = by. Dann ist ¢ = a(zy) und a | c.
(6) Es gibt y; mit a; = zy; fir alle 1 <14 < n. Dann gilt
x| x(bryr + ...+ buyn) = brar + ... + bpay.
(7)  Nach Proposition 9.3 gilt (a) = (a/) und (z) = (2’). Dann folgt
r|la < (a)C(z) & (d)C(2) = 2'|d.
(8) Esgilt a|bund b | a genau dann, wenn (b) C (a) und (a) C (b), was dquivalent ist zu
(a) = (b). Dies ist nach Proposition 9.3 dasselbe wie a ~ b. O
9.2. Primelemente und irreduzible Elemente.

Definition 9.8. Ein Element a # 0 eines Rings R heiftt irreduzibel, wenn

(i)  a keine Einheit ist und

(i) ausa =ay fir z,y € R folgt x € R* oder y € R*.

Beispiel 9.9. (1)  Die positiven irreduziblen Elemente von Z sind genau die Primzahlen (per
Definition).

(2) Ein lineares Polynom X — a € K[X] ist irreduzibel, denn in einer Zerlegung X —a =
f(z)g(X) hat einer der Faktoren Grad 0 und ist daher eine Einheit.

(3) Ein Polynom f € K[X]| vom Grad deg(f) > 2 mit Nullstelle a € K ist nicht irreduzibel.
Polynomdivision von f durch X — a liefert

f=aX —a)+r
mit r(a) = f(a) —¢(a)(a —a) = 0. Dar = 0 oder deg(r) < deg(X —a) = 1, ist r konstant
und in jedem Fall 0. Damit hat f den Faktor X — a und
deg(q) = deg(f) — deg(X —a) = deg(f) =1 >0

zeigt, dab q ¢ K[X]*.
Definition 9.10. Ein Primelement ist ein Element m # 0 eines Rings R, das keine Einheit
ist, und fiir alle z,y € R

m|ley = wl|x oder 7|y.

Man sagt dann auch, 7 ist prim.
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Bemerkung 9.11. Sind p ~ q assoziierte Elemente in R, dann folgt aus Proposition 9.7 (7)
p ist Primelement <= ¢ ist Primelement.

Fiir ein Primelement p € R und eine Einheit v € R* ist damit auch ¢ = up ein Primelement.
Proposition 9.12. Sei R ein Integrititsring. Dann ist jedes Primelement irreduzibel.

Beweis. Sei m ein Primelement und 7 = xy eine beliebige Zerlegung. Dann gilt 7 | zy und oBdA
7 | x. Es gibt also z € R mit 7z = z. Dann ist 72y = 2y = 7 = 7 - 1 und Kiirzen von 7 zeigt
zy = 1. Damit ist y eine Einheit. O

Der folgende Satz und der Fall der Primelemente in Z, nadmlich der Primzahlen, rechtfertigt
den Namen Primelement.

Satz 9.13. Seien R ein Hauptidealring und a € R, a # 0, a ¢ R*. Dann sind dquivalent:
(i)  a ist Primelement.
(i)  a ist irreduzibel.
(111)  R/(a) ist ein Korper.
(i)  R/(a) ist ein Integrititsring.
Beweis. Wir zeigen (i) = (ii) = (iii) == (iv) == (i). Dabei ist (i) = (ii) die Aussage von
Proposition 9.12, und (iii) = (iv) ist trivial.

(ii) = (iii): Es ist 0 # 1 in R/(a), weil sonst R/(a) = 0 nach Lemma 6.8, also R = (a) und
gleichbedeutend a € R* nach Proposition 9.3.

Sei 0 # & =z + (a) € R/(a). Wir miissen ein Inverses zu z finden. Da = # 0, gilt = ¢ (a),
also ist (a, ) echt grofer als (a). Da R ein Hauptidealring ist, gibt es ein b € R mit

(b) = (a, ).

Damit gibt es ein ¢ € R mit a = be. Weil a irreduzibel ist, mufs einer der beiden Faktoren b oder
¢ eine Einheit sein. Wenn ¢ € R*, dann gibt es einen Widerspruch durch

(b) = (ac™!) = (a) S (a,2) = (b).
Also muf b € R* Einheit sein. Dann ist R = (b) = (a, ) und es gibt o,y € R mit
1=aa+yz.
Das bedeutet
zy=1 (mod (a)),
und damit gilt in R/(a) (mit der Notation § = y + (a)):
zy=1¢€ R/(a).

Damit ist y das gesuchte Inverse zu z.

(iv) = (i): Sei R/(a) ein Integritatsring und a | xy. Wir setzen Z = z + (a) und § = y + (a)
fiir die Bilder in R/(a). Dann ist in R/(a)

T-y=(z+(a)(y+(a) =2y +(a) = (a) =0 € R/(a).

Da R/(a) nullteilerfrei ist, muk z = 0 oder g = 0 gelten. OBdA sei # = 0, also = € (a), also

a | x. Damit ist a ein Primelement. (]

Bemerkung 9.14. Wir brauchen Satz 9.13 im Beweis von Korollar 9.16, weil wir mit der traditio-
nellen Definition einer Primzahl arbeiten, anstatt von Primelementen in Z zu sprechen. Beides
ist dquivalent, erfordert aber den Satz 9.13.

Die Aquivalenz (i) <= (ii) in Satz 9.13 geht im Spezialfall R = Z, also der Primzahlen, auf
Euklid zuriick.

Beispiel 9.15. Das Polynom X241 € R[X] ist irreduzibel nach Satz 9.13, weil R[X]/(X2+1) ~ C
ein Korper ist nach Beispiel 7.23.
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Korollar 9.16. Sein > 0 eine ganze Zahl. Der Ring Z/nZ ist ein Kérper genau dann, wenn n
eine Primzahl ist.

Beweis. Das folgt sofort aus Satz 9.13 und der Definition einer Primzahl. O
Notation 9.17. Fiir eine Primzahl p bezeichnen wir Z/pZ der Deutlichkeit halber mit
Fp,

wenn wir den endlichen Korper und nicht nur die zugrundeliegende additive zyklische Gruppe
meinen.

Korollar 9.18. Sei K ein Kérper und f(X) € K[X] ein irreduzibles Polynom. Dann ist
L = K[X]/(f(X))

ein Korper.

(1) Genauer ist L ein Oberkorper von K dber die Einbettung K C L durch die Restklassen
konstanter Polynome.

(2) In L hat f(X) die Nullstelle « = X (mod f(X)).

(3) Jede Restklasse P+ (f(X)) € L = K[X]/(f(X)) hat einen eindeutigen Reprisentanten
P e K[X]| vom Grad deg(P) < deg(f) (mit der Konvention deg(0) = —oc0.)

(4)  Die Einschrinkung der Multiplikation auf K x L — L macht aus L einen K-Vektorraum
der Dimension dimg (L) = deg(f) mit den Restklassen zu

1,X,X2%, ..., xdea(H-1
als Basis.

Beweis. (1) Das folgt sofort aus Satz 9.13 (ii) <= (iii) und (2) wurde in Beispiel 8.10 behandelt.
(3) folgt aus Division mit Rest in K[X] aus dem Beweis von Satz 8.9 und in (4) ist die Verifikation
der Vektorraumaxiome eine Ubungsaufgabe. Die Beschreibung der Basis folgt sofort aus (3). O

Beispiel 9.19. Das Polynom f(X) = X2 + X + 1 € Fy[X] ist irreduzibel. Ansonsten hiitte
X2+ X +1 einen Linearfaktor in F3[X] und folglich eine Nullstelle in Fo. Aber dies schliekt man
durch Ausprobieren aus: f(0) = f(1) = 1. Der Korper

Fy =Fo[X]/(X? 4+ X + 1)

hat 4 Elemente, denn Division mit Rest zeigt, dafl jede Restklasse einen eindeutigen Vertreter
in Fo[X] vom Grad < 1 hat. Davon gibt es 4.

Man kann zu jeder Primzahl p und einer Potenz g = p? ein irreduzibles Polynom f € F,[X]
vom Grad d = deg(f) finden, so daf

Fq = TFp[X]/(f)

ein Kérper mit ¢ Elementen ist. Man kann weiter zeigen, daff F, bis auf Isomorphie eindeutig
durch g gegeben ist und die Machtigkeit eines endlichen Kérpers stets eine Primzahlpotenz sein
mufl. Damit hat man einen vollstandigen Uberblick iiber die Klassifikation endlicher Kérper.
Mehr dazu in der Vorlesung Algebra.

9.3. Die Eindeutigkeit der Primzerlegung in Hauptidealringen. Wir zerlegen zuerst als
Produkt von irreduziblen Elementen, obwohl nach Satz 9.13 irreduzibel und prim in Hauptideal-
ringen dquivalent sind, weil der Existenzbeweis mit der Eigenschaft ,irreduzibel® spielt.

Lemma 9.20. Sei R ein Integrititsring und a,z,y € R mit a = yxr # 0. Wenn (a) = (x), dann
isty € RX.

Beweis. Wegen (a) = (x) gibt es z € R mit x = az. Dann folgt a = a(yz) und wegen a # 0
bereits 1 = yz. Dies zeigt y € R*. O
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Den néchsten Satz konnte man als die Bestétigung der ,, Atomhypothese” in Hauptidealrin-
gen verstehen: jedes Element laft sich multiplikativ in eine endliche Menge von unteilbaren
(irreduziblen) Elementen zerlegen.

Satz 9.21. Sei R ein Hauptidealring. Dann lafst sich jedes 0 # a € R als Produkt einer Finheit
und endlich vieler irreduzibler Elemente schreiben.

Beweis. Schritt 1: Wir betrachten die Menge der Gegenbeispiele

n
M ={x € R; x # 0 nicht der Form z = u - Hpi mit u € R, p; irreduzibel in R}
i=1
und zeigen, dafl .# leer ist. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis und nehmen .# # () an.
Schritt 2: Angenommen, es gibt unter den Hauptidealen (z) zu x € .# kein beziiglich Inklusion
maximales Ideal, dann gibt es echte unendlich aufsteigende Ketten

=

mit z; € A fiir alle ¢ > 1. Da R Hauptidealring ist, gibt es x € R mit

(2) = [J (@),
i>1
denn die Vereinigung ist nach Lemma 7.10 ein Ideal. Fiir hinreichend grofes j muf schon z € (z;)
gelten. Daraus folgt fir k > j

U@i) = () € (@) € () € [J (@),

i>1 i>1
ein Widerspruch. Es gibt also beziiglich Inklusion der Hauptideale maximale Gegenbeispiele.

Schritt 3: Sei a € A ein maximales Gegenbeispiel, d.h. fiir alle (a) C (y) gilt y ¢ .#. Per
Definition enthélt .# weder Einheiten (Fall n = 0) noch irreduzible Elemente (Fall n = 1).
Somit ist @ weder Einheit noch irreduzibel. Dann ist a ein Produkt von Nichteinheiten.

Sei also a = zy eine nichttriviale Zerlegung mit x,y ¢ R*. Dann ist (a) C (z) eine echte

Inklusion, da sonst y Einheit wére nach Lemma 9.20. Entsprechend ist (a) C (y) eine echte
Inklusion. Also sind z,y ¢ .#. Es gibt daher Zerlegungen

T=U-PL--.. Dn
y=v-qr-...qm
fiir irreduzible Elemente p1,...,pn, q1,- -, ¢m von R und u,v € R*. Daraus folgt die Zerlegung
a=xy=(uv) -pr-... Pn-qr - qm
im Widerspruch zu a € .#. Es kann keine Gegenbeispiele zur Aussage des Satzes geben. (]

Bemerkung 9.22. Sei K ein Korper. Im Polynomring K[X] kann man Satz 9.21 leicht per In-
duktion iiber den Grad beweisen. Fiir deg(f) < 0 handelt es sich um 0 oder eine Einheit. Fiir
deg(f) > 0 ist entweder f irreduzibel, dann ist nach Satz 9.13 f prim und nichts zu tun. Andern-
falls ist f nicht irreduzibel und wir kénnen f = gh mit g,h ¢ K[X]* schreiben. Nach Satz 8.8
folgt deg(g),deg(h) > 0 und deg(f) = deg(g) + deg(h), also

deg(g), deg(h) < deg(f),
und die Induktionsannahme findet auf g, h Anwendung. Eine Zerlegung fiir g und h als Produkt

irreduzibler Polynome kann man zu einer Faktorzerlegung von f multiplizieren.

Der Satz iiber die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung ist schon sehr alt (Euklid fiir R = Z).
In Hauptidealringen gilt der Satz allgemein. Nicht aber in beliebigen Ringen als Satz {iber
eindeutige Faktorisierung in irreduzible Elemente, wie das klassische Beispiel in dem Unterring

Z[V—=5] ={a+by=5; a,bcZ} CC
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zeigt® mit den zwei echt verschiedenen Faktorisierungen
6=2-3=(14+v-5)(1—-+vV-5).

Theorem 9.23 (Eindeutige Primfaktorzerlegung in Hauptidealringen). Sei R ein Hauptideal-
ring und a € R, a # 0. Dann hat a eine Produktzerlequng

a=U-"Pr-... Pn

in Primelemente p; fir 1 <i <n und eine Finheit u.
Die Zerlegung ist eindeutig bis auf Permutation und assoziierte Primelemente. Genauer, sei

a=v:qr ... qm

eine zweite solche Faktorisierung mit v € R* und q; prim fir 1 < j <m. Dann gilt m = n und
es gibt eine Permutation o € Sy, sowie Finheiten €; mit

4o (i) = EiDi
fir allel1 <i<nundu=v-][]_ .

Beweis. Nach Satz 9.13 suchen wir eine Produktzerlegung in irreduzible Faktoren. Die Existenz
der Zerlegung folgt aus Satz 9.21.

Wir zeigen die Eindeutigkeit per Induktion nach n. Fiir n = 0 ist a = v € R*, somit mufs fiir
alle1 <j<min
R=(a) S (q)CR
Gleichheit gelten. Damit ist ¢; eine Einheit und nicht prim, Widerspruch zu m > 0. Damit gilt
die Aussage im Fall n = 0.

Sei der Satz fiir n — 1 bewiesen, und habe a zwei Zerlegungen wie im Satz. Da

Pnla=v-q ... ¢m,

teilt py, einen der Faktoren. Aus p, | v wiirde 1 € R = (v) C (py,) folgen, und p,, wire Einheit.
Also gilt p,, 1 v, und es gibt ein 1 < j < m mit p, | ¢;. Nach Permutation’ der ¢; diirfen wir
annehmen, daf j = m. Dann gibt es €, € R mit ¢, = €,pn. Da ¢, prim, also irreduzibel nach
Satz 9.13, und p, ¢ R* ist, muf ¢, eine Einheit sein. Wir betrachten

b=a/qm = (ue,") pr--.. pai
mit der zweiten Faktorisierung
b=v-qr-... qmn-1.
Per Induktionsannahme gilt nun n — 1 = m — 1, also n = m, und es gibt eine Permutation

o’ € Sp,_1 und Einheiten ¢; mit den geforderten Eigenschaften fiir die Faktorisierungen von b.
Setzen wir ¢’ zu o € S, fort durch o(n) := n, dann folgt damit die Behauptung. O

Bemerkung 9.24. Sei R ein Hauptidealring. In der eindeutigen Primfaktorzerlegung nach Theo-
rem 9.23 kann man Primelemente zu assoziierten Primelementen tauschen. Mit der Notation aus
dem Theorem gilt fiir e € R*:

u-p1~...-pn:(up_l)-(f—:pl)-...-pn.

Dabei sagt uns Bemerkung 9.11, dass mit p; auch ep; prim ist.

8Hier ist natiirlich noch einiges zu zeigen: die Elemente 2, 3 und 1 + /=5 sind irreduzibel in Z[v/=5], insbe-
sondere keine Einheiten.

IDiese praktische Annahme erleichtert die Notation, sorgt aber eventuell fiir die irrige Annahme, daft in der
gesuchten Permutation o(n) = n gilt. Dies haben wir in diesem Moment so organisiert. In der Ausgangsfakto-
risierung gilt dies nicht. Wir verwenden hier die Gruppenstruktur der Permutationsgruppe S, indem wir zwei
Permutationen hintereinander ausfithren. Oder, wir verwenden, daft die Behauptung offensichtlich nach beliebiger
Permutation der Faktoren bewiesen werden darf.
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Um die Primfaktorzerlegung zu standardisieren, withlt man aus jeder Aquivalenzklasse von
Primelementen bis auf Assoziiertheit, also bis auf Multiplikation mit einer Einheit, einen Ver-
treter aus, und nutzt nur diese ausgezeichneten Primelemente in der Primfaktorzerlegung. Bei-
spielsweise

e fiir R =7 kann man aus {£p} jeweils das Primelement p > 0 wéhlen, also die positiven
Primzahlen,

e fiir eine Korper K und den Polynomring R = K[X] sind die Einheiten K* und ein
natiirlicher Vertreter ist durch das eindeutige normierte Polynom (Leitkoeffizient 1) in
der Aquivalenzklasse gegeben (durch Skalieren mit dem Inversen des Leitkoeffizienten).

Mit diesen Wahlen hat jedes a € R eine eindeutige Primfaktorzerlegung bis auf die Reihenfolge
der Primfaktoren der Form

a=u-pit-...-pi,
wobei u € R* eine Einheit, eq,...,e, ganze Zahlen > 1 sind und die p1,...,p, aus der Liste
der ausgezeichneten Primelemente stammen.

Definition 9.25. Ein faktorieller Ring ist ein Integritdtsring R, in dem jedes a € R, a # 0
eine eindeutige Primfaktorzerlegung im Sinne von Theorem 9.23 besitzt.

Korollar 9.26. Es gilt fiir einen Integritdtsring:
R euklidisch =—> R Hauptidealring = R faktoriell.

Beweis. Theorem 8.11 und Theorem 9.23. O

Bemerkung 9.27. Die umgekehrten Implikationen gelten nicht. Der Ring R[X,Y]/(X2+Y2+1)
ist ein Hauptidealring, aber nicht euklidisch. Der Ring Z[X] ist ein faktorieller Ring, aber kein
Hauptidealring.

10. DER CHINESISCHE RESTSATZ

10.1. Grofster gemeinsamer Teiler und kleinstes gemeinsames Vielfaches. In Haupt-
idealringen kann man grofste gemeinsame Teiler und kleinste gemeinsame Vielfache definieren.

Bemerkung 10.1. In Z bedeutet ,,grof* vermutlich, daf der Absolutbetrag grof ist. Im Polynom-
ring K[X] tiber einem Korper bedeutet ,grofs“ vermutlich einen grofsen Grad. In allgemeinen
Hauptidealringen gibt es eine solche Anschauung nicht. Aber es gibt die Teilbarkeitsrelation,
und in dem Sinne wollen wir bei = | a so tun als ob a grofer ist als sein Teiler z. Allerdings
ist zu beachten, daft Teilbarkeit nur eine partielle Ordnung liefert: nicht alle Elemente sind
vergleichbar. Zum Beispiel ist in Z in diesem Sinne nicht erklart, ob 6 oder 10 grofser ist.

Definition 10.2. Sei R ein Integritétsring und seien ay,...,a, € R.
(1) Ein grofter gemeinsamer Teiler (ggT) von ay,...,a, ist ein d € R mit

(i) d|a;firallei=1,...,r, und
(ii)  fir jedes t € Rmit t | a; fiir alle i = 1,...,7 gilt ¢ | d.
Wir notieren den ggT als

geT(ay,...,ar).
(2) Ein kleinstes gemeinsames Vielfaches (kgV) von ay,...,a, ist ein v € R mit
(i) a;|vfirallei=1,...,r, und
(ii)  fur jedes w € R mit a; | w fir allei =1,...,7 gilt v | w.
Wir notieren das kgV als
keV(ay,...,a,).
Proposition 10.3. Sei R ein Integrititsring und seien ay,...,a, € R.
(1)  Wenn ein grifiter gemeinsamer Teiler d der aq, ..., a, existiert, dann ist d' € R ein grofiter

gemeinsamer Teiler <= d ~ d'.
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(2) Wenn ein kleinstes gemeinsames Vielfaches v der ay, ..., a, existiert, dann ist v' € R ein
kleinstes gemeinsames Vielfaches <= v ~v'.

Mit andern Worten: existierende ggT und kgV sind eindeutig bis auf Multiplikation mit einer
Einhert.

Beweis. (1) Weil d’ ein gemeinsamer Teiler ist, folgt d | d’. Analog gilt d’ | d. Aus Propositi-
on 9.7 (8) folgt dann d ~ d'.

Wenn umgekehrt d ~ d’, dann haben d und d’ die gleichen Teilbarkeitseigenschaften nach
Proposition 9.7 (7).

(2) beweist man genauso wie (1). O
Proposition 10.4. In einem Hauptidealring R existieren zu beliebigen Elementen aq,...,ar € R
der ggT und das kgV. Genauer gilt:

(1) FEin d € R ist ein g9T von ay,...,a, genau dann, wenn
(d) = (al, s 7a1“)‘
(2) FEinv € R ist ein kgV von ay,...,a, genau dann, wenn
T
(v) = {(@).
=1

Beweis. Weil R ein Hauptidealring ist, werden durch Erzeugnis und Schnitt Elemente d,v € R

definiert, und zwar (wie zu erwarten) nur eindeutig bis auf assoziierte Elemente. Wir miissen

zeigen, dak solche d ein ggT und solche v ein kgV sind. Aber das folgt sofort aus der Definition

der Teilbarkeitsbeziehung:

(1) Esgilt (a;) C (d) fir alle i = 1,...,r, also d | a;. Fiir jedes t € R mit (a;) C (¢) fiir alle
i=1,...,r, also t | a;, folgt

(d) = (a1,...,a,) C (t), also  t|d.
(2) Esgilt (v) C (a;) fur allei =1,...,r, also a; | v. Fiir jedes w € R mit (w) C (a;) fir alle
i=1,...,r, also a; | w, folgt
(w) € (@) = (v), also v | w. O
i=1

Bemerkung 10.5. Man kann ggT und kgV als Ideale in jedem Ring durch die rechte Seite der
Formeln aus Proposition 10.4 definieren. Die besser Definition betrachtet ggT und kgV nur als
Ideale. Der Ubergang zu Elementen bei Hauptidealringen fithrt zu Unbestimmtheit bis auf eine
Einheit, siehe Proposition 9.3.

Korollar 10.6. Sei R ein Hauptidealring und aq,...,a, € R. Fir alle 1 <r <n gilt

geT(ay,...,an) = ggT(ggT(ar,...,ar), ars1,. .. an),
kgV(ai,...,an) =kgV(kgV(ai,...,ar),ar41,-..,an).

Beweis. Das folgt sofort aus den Formeln aus Proposition 10.4 wegen der Idealgleichungen

(a1, yan) = (a1, s Qr), Arg1y- -y an),
(@) = (@) N (ar1) NN (an). O
=1 =1

Korollar 10.7 (Lemma von Bézout). Sei R ein Hauptidealring und d = ggT(a1,...,a,). Dann
ist d eine R-Linearkombination der a;, d.h.

d=wz1a1+ ...+ zr0,

fir geeignete Elemente x; € R fiir 1 <i <r.
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Beweis. Das ist nach der Formel aus Proposition 10.4 (1) klar. U

Die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung in einem Hauptidealring erlaubt es, den ggT und
das kgV mit Hilfe der Primfaktorzerlegung auszudriicken.

Korollar 10.8. Seien p; € R fir 1 < i < n paarweise nicht-assoziierte Primelemente eines
Hauptidealrings R.

(1) Seia=wu-p{* ... p&» mituw € R*. Dann gilt firb € R:
bla < esgibt0< fi<e; fiirl<i<mnundv€E R" mz’tbzu-p{l-...-pff.

(2) Seia; = uj-]_[?zlp?j mit uj € R* und mit e;; € Ng fiir alle1 <i<nund1<j<r. Sei

C— mi . d M: — ny
m; 1I§nj1£r{e” } un i 112?%(T{€1J }

Dann gilt:

keVi(a,....ar) = [ [
=1

Beweis. (1) Wir schreiben a = be. Die Primfaktorzerlegungen von b und ¢ legen wegen der
Eindeutigkeit die Primfaktorzerlegung von a fest: man multipliziere beide Zerlegungen. Aussage
(2) folgt sofort aus Aussage (1). O

Korollar 10.9. Sei R ein Hauptidealring und seien a,b € R. Dann gilt
Beweis. Das folgt wegen
m + M = min{m, M} + max{m, M }

sofort aus den Formeln von Korollar 10.8. Der Ubergang zu Hauptidealen ist nétig, weil ggT
und kgV nur eindeutig bis auf assoziierte Elemente definiert sind. O

10.2. Der euklidische Algorithmus in euklidischen Ringen. Seien a,b € R Elemente
eines Hauptidealrings und d = ggT(a,b). Es ist besonders interessant, den ggT ,algorithmisch®
als R-Linearkombination

d=s-a+t-b

bestimmen zu konnen. Dies funktioniert fiir euklidische Ringe, sofern die Division mit Rest
algorithmisch ist, wie etwa bei Z oder bei Polynomringen K[X] iiber einem Korper K. Dies
setzt natiirlich voraus, daf auch das Rechnen in K algorithmisch ist.

Algorithmus 10.10. Sei ¢ eine euklidische Gradfunktion auf R. Wir berechnen fir a,b € R
d=ggT(a,b) und s,t€ Rmit d=s-a+t-b.

Initialisierung: Wir nehmen ohne Einschrénkung an, da §(a) > d(b). Wir setzen

. . S0 to . 1 0
ro=a, 1T1=0>b und <31 t1>_<0 1>.

Wir starten mit ¢ = 1.
Rekursion: Solange r; # 0 gilt, berechnen wir per Division mit Rest ¢; und 7,11 mit §(r;41) <
d(r;) oder r;y1 =0, so dak r;—1 = q; - 7 + Tit1, also

Tit1 = Ti—1 — ¢ = T4,
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und setzen dann:
Si+1 = Si—1 — 4S5
tit1 = ti—1 — qil;.
Wenn wir zu einem Index n kommen mit r,+; = 0, dann STOP:
d:=r, =8, -a-+t,-b.

Zur Korrektheit des Algorithmus betrachten wir zunéchst die Folge rg, 71,72, .... Die Folge
d(rp),d(r1),0(r2), ... ist streng monoton fallend in Ny und damit endlich. Wir erreichen daher
nach endlich vielen Iterationen ein n mit r,+; = 0. Wegen

(geT(ri—1,7m:)) = (ric1,73) = (ric1 — qiri, i) = (14, 1541) = (28T (ri,7i11))
berechnet der Algorithmus, was er vorgibt zu berechnen (eigentlich nur bis auf ,assoziiert‘):
ggT(a,b) = ggT(ro,r1) = ... =ggT(ri—1,7) = ... =ggT(rn,n+1) = ggT(d,0) = d.

Nun beweisen wir per Induktion fiir alle 4
rie1 ) _ [ Si-1 ti—1 a
()= ) () a0

Dies gilt fiir i = 1 aufgrund der Initialisierung des Algortihmus

o\ _(a) _ (10 a\ [ so to a

1 o b - 0 1 b - S1 tl b ’
Wenn es fiir ¢ gilt, dann auch fir ¢ + 1:

T o T o 0 1 Ti—1
riv1 ) \rici—ari ) 1 —q T

o 0 1 Si—1 tz‘_l a

BN 7 si b b

. S; ti a . S; tz‘ a

C\Usic1 — gisi tio1 — Git b )\ sit1 tina b

Werten wir (10.1) fiir ¢ = n in der ersten Zeile aus, dann erhalten wir
d=7r,=8p-a+1t, 0.

Zur konkreten Durchfiihrung benutzt man am besten eine Tabelle der Form (aus den blau
unterlegten Eintrdgen werden im Iterationsschritt die rot unterlegten berechnet):

{ T gi S ti
0 a — 1 0
1 b g | 0 1
2 r9 q2 52 12
i—1 | | | e |
1 T qi Si t;
i+1 | | | e | O
n+1 0 - Sn41 tn—f—l
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Beispiel 10.11. Wir rechnen in R = Z den gg'T von a = 2016 und b = 512 aus.

{ | g | Si t;
01 2016 | — 1 0
1 512 3 0 1
2 || 480 1 1 -3
3 32 15 | [—1 4
4 0 — | 16 | —63
In der Tat ist
512:29:32-16, 2016 = 32| 63, 32=—1 2016+ 4 -512.

Bemerkung 10.12. Den ggT von mehr als zwei Elementen in einem euklidischen Ring bestimmt
man rekursiv mit dem euklidischen Algorithmus fiir jeweils zwei Elemente und der Formel aus
Korollar 10.6:

geT (a1, az,as,...,a,) = ggT(gegT(a1,a2),as,...,a,) = ...
10.3. Simultane Kongruenzen und der Chinesische Restsatz.

Definition 10.13. Elemente aq,...,a, eines Hauptidealrings R heifsen teilerfremd, wenn ihr
ggT eine Einheit ist:

(1) =(a1,...,a.).
Sie heifien paarweise teilerfremd, wenn fiir alle 1 <i < j <r das Paar a;, a; teilerfremd ist.

Korollar 10.14. Elemente ai,...,a, eines Hauptidealrings R sind teilerfremd genau dann,
wenn

1l=z1a1+... +xra,
fiir geeignete Elemente x; € R fiir 1 <i <r. O

Lemma 10.15. Sei R ein Hauptidealring und a,b teilerfremde Elemente von R. Dann gilt
(ab) = (a) N (b).
Beweis. Nach Korollar 10.9 gilt wegen ggT(a,b) =1
(@) N (b) = (kgV(a,b)) = (kgV(a,b) - ggT(a, b)) = (ab). 0
Das Produkt von Ringen wurde in Beispiel 6.4 (8) eingefiihrt.

Satz 10.16 (Chinesischer Restsatz). Seien a,b € R teilerfremde Elemente des Hauptidealrings
R. Dann definieren die kanonischen Projektionen pr, : R — R/(a) und pry, : R — R/(b) die
Komponentenabbildungen eines Ringisomorphismus

R/(ab) ~ R/(a) x R/(b), x + (ab) — (z + (a),z + (b)).
Beweis. Die kanonischen Projektionen definieren einen Ringhomomorphismus
pr: R— R/(a) x R/ (D)
x> (x+ (a),z + (b)).
Da a, b teilerfremd sind, gibt es nach Korollar 10.7 s, € R mit
1 =sa+tb.

Seien z,y € R beliebig und z = xtb + ysa. Damit gilt (mit leicht miftbrauchlicher Notation mit
Vertretern statt Nebenklassen)

pr(z) = (z,2) = (z(1 — sa) + ysa,y(1 — tb) + xtb) = (x + sa(y — z),y + tb(z — y)) = (z,y),
und somit ist pr surjektiv. Lemma 10.15 berechnet den Kern als
ker(pr) = ker(pr,) N ker(pry) = (a) N (b) = (ab).
Die Behauptung folgt nun aus dem Homomorphiesatz fiir Ringe, Satz 7.21. U



80 JAKOB STIX

Korollar 10.17. Sei R ein Hauptidealring und aq,...,a, seien paarweise teilerfremde FEle-
mente. Dann definieren die kanonischen Projektionen pr; : R — R/(a;) fur 1 < i < n die
Komponentenabbildungen eines Ringisomorphismus

R/([]a:) ~ I B/ (a:)-
i=1 =1

Beweis. Wir zeigen die Aussage per Induktion nach n. Fiir n = 1 ist dies trivial. Wir nehmen
an, dak die Aussage bewiesen ist fiir n — 1 Elemente.

Die Elemente a; und b = asas...a, sind teilerfremd. Andernfalls hiatte nach Satz 9.21 der
ggT (a1,b) einen Primteiler p. Aus p | agas...a, folgt (Induktion nach Anzahl der Faktoren),
daf es ein 2 < i < n geben muf mit p | a;. Dann ist p ein nicht-trivialer gemeinsamer Teiler von
a1 und a; im Widerspruch zur Annahme der paarweisen Teilerfremdheit.

Nach Satz 10.16 und Induktionsvoraussetzung gilt dann

R/(]J @) = R/(a1b) = R/(a1) x R/(b) ~ R/(ar) X (H R/(an) =TI B/ ().
=1 1=2 =1

Man verifiziert leicht, dafs dieser Isomorphismus aus den kanonischen Projektionen zusammen-
gesetzt ist und so die behauptete Form hat. O

Bemerkung 10.18. Der Chinesische Restsatz kann als Aussage iiber das Lisen von Systemen
von Kongruenzen verstanden werden. Sei R ein Hauptidealring, seien m; € R paarweise
teilerfremde Elemente und sei m = [[, m; das Produkt. Seien weiter a; € R fir 1 < i < r
gegeben. Dann hat das System der Kongruenzen

r=a; (mod (m;)) firallel<i<r

eine Losung = € R, die als Losung = (mod m) sogar eindeutig ist. Es ist € R/mR Losung
genau dann, wenn ¢(x) = (a1, ...,a,), wobei ¢ : R/mR — [[, R/m;R der Isomorphismus aus
dem Chinesischen Restsatz ist.

Beispiel 10.19. Sei R = K[X] und f = [[;", p;* die Primfaktorisierung in (paarweise verschie-
dene) normierte irreduzible Polynome p;. Verschiedene normierte irreduzible Polynome sind
automatisch auch nicht assoziiert, weil Einheiten K[X]* = K* nur konstante Polynome sind.
Dann ergibt der Chinesische Restsatz einen kanonischen Ringisomorphismus

K[X]/(f) = [ KX/ (5).
i=1

Algorithmus 10.20. Fiir R = Z besagt Korollar 10.17 folgendes. Seien nq, ..., n, paarweise
teilerfremde positive natiirliche Zahlen und N = [];_, n; das Produkt. Dann ist die natiirliche
Abbildung

T
¢:Z/NZ— |[Z/mZ,  pla+ NZ) = (a+niL)iz,..r
=1
ein Isomorphismus von Ringen. Diese Aussage ist auch fiir die Struktur der zugrundeliegenden
abelschen Gruppen interessant. Ein Erzeuger des Produkts ist ¢(1) = (1,...,1), wie man leicht
durch Bestimmen der Ordnung herausfindet.
Ubersetzt in ein Systemen von Kongruenzen: Fiir beliebige ganze Zahlen a; € Z fiir 1 <i < r
besitzt das System von Kongruenzen

x=a; (modmn;) firallel<i<r

eine Losung = € Z, die als Losung = (mod N) sogar eindeutig ist. Es ist # € Z/NZ Losung
genau dann, wenn p(z) = (ai,...,a,).
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Der folgende Algorithmus beschreibt, wie man die Losung x findet. Wir formulieren den
Algorithmus hier fiir R = Z, er funktioniert aber genauso fiir beliebige euklidische Ringe, deren
Division mit Rest algorithmisch ist.

Fir jedes 1 <7 < rsei N; = H;:L j2i M- Dann ist 1 = ggT(n;, N;). Wir suchen ein e; € Z
mit

ei=1 (modn;) und e =0 (modN;).
Das ist ein Spezialfall des zu behandelnden Problems mit nur zwei Kongruenzgleichungen und
speziellen Inhomogenitéaten.

Schritt 1: Mittels des euklidischen Algorithmus aus Abschnitt 10.2 finden wir x;,y; € Z mit
z;N; +yin; = 1.
Dann erfiillt e; = z; N; (mod N) die geforderten Kongruenzen.
Schritt 2: Die gesuchte Losung ist

T

x = Zaiei (mod N),
i=1
denn z =3 aje; = ae; = a; (mod n;).
Dieses Vorgehen hat den Vorteil, daf die hauptsédchlichen Rechenkosten bei der Berechnung

der e; entstehen. Diese Rechnung ist von den spezifischen a; unabhéngig und kann bei variieren-
den a; wiederverwendet werden. Es féllt dann nur noch der billige Schritt 2 an.

10.4. Jordan—Chevalley—Zerlegung. Sei K ein Korper und A € M, (K) eine quadratische
Matrix. Die Menge der Polynome in A

R4y :={P(A); P(X)e K[X]}
ist das Bild des Auswertungshomomorphismus
evy : K[X] — Ry C M, (K).
Der Auswertungshomomorphismus ist definiert, weil K ~ K -1 = Z(M,,(K)) mit allen Matrizen
kommutiert, siche Satz 6.28. Als Bild ist R4 = ev4(K[X]) ein Unterring von M, (K). Der Kern
ist
ker(eva) = (ma(X))
vom Minimalpolynom von A erzeugt, und der Homomorphiesatz beschreibt R4 als

K[X]/(ma(X)) ~ Ra.
Damit ist R4 bereits ganz gut beschrieben. Sei geméf Theorem 9.23

ma(X) = [[p:i(x)™
=1

die Primfaktorzerlegung von m4(X). Das Minimalpolynom von A ist per Definition normiert,
und wir nehmen dasselbe von den paarweise verschiedenen ( <= nicht assoziierten, weil
normiert) irreduziblen Polynomen p;(X) an. Nach dem Chinesischen Restsatz, genauer Korol-
lar 10.17, folgt

Ra =~ K[X]/(ma(X)) = [ K[X)/(pi(X)™).
i=1
Verfolgt man die Definition der Isomorphismen, so findet man

A X & (X,...,X).

Wir nehmen nun an, daf das charakteristische Polynom x4(X) und damit auch m4(X) voll-
stdndig in Linearfaktoren zerfillt:
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Wir iibersetzen nun die additive Zerlegung
(X, ., X) =1, M)+ (X = Ay, X =N
in den Ring R4 und finden S, N € K[X] mit entsprechend
A=5(A)+N(A)
also
S(A) < (M1,...,A) und N(A) < (X —Ar,..., X —\).

Weil Ay := S(A) und A, := N(A) in R4 liegen, kommutieren Ags und A, mit allen Matrizen,
die mit A kommutieren'” nach dem folgenden Lemma.

Lemma 10.21. Sei B eine Matrix mit AB = BA. Dann gilt fiir alle C' € Ry
BC = CB.
Beweis. Weil C € Ry liegt, gibt es ein P(X) =Y ;a; X' € K[X] mit C = P(A). Dann ist
BC=B) A =) aBA'=> a,A'B= () _aA’) B=CB. O
i=0 i=0 i=0 i=0
Insbesondere kommutieren Ag und A,,.
Lemma 10.22. Ay ist diagonalisierbar und A,, ist nilpotent.

Beweis. Die Matrix Ag ist Nullstelle von P(T) = [[;_; T — X;, hat daher ein Minimalpolynom
ohne doppelte Nullstelle und ist demnach diagonalisierbar. Den Wert P(Asgs) konnen wir in R4
ausrechnen und genauer in

[T &R/ =2)™),
=1

und dort auch komponentenweise. In der i-ten Komponente haben wir A; fiir Ags und das an-
nulliert P(7T") wegen P(\;) = 0.

Die Nilpotenz von A,, berechnen wir ebenfalls in den Komponenten K[X]/((X — A;)™). Dort
ist A, gegeben durch X — \;, somit offensichtlich nilpotent. O

Bevor wir die zwei Theoreme dieses Abschnitts beweisen konnen, miissen wir noch einen Satz
iiber simultanes Diagonalisieren nachliefern.

Satz 10.23. Seien B,C € M, (K). Dann sind dquivalent:

(a)  Die Matrizen B und C sind simultan diagonalisierbar: Es gibt S € GL,(K) und Diago-
nalmatrizen D und E mat

B=SDS™! und C=SES™ L.

(b)  FEs gibt eine Basis von K™, deren Vektoren gleichzeitig Eigenvektoren von B und von C
sind.
(¢) B und C sind diagonalisierbar und

CB = BC.

Wenn diese dquivalenten Bedingungen gelten, dann ist auch jede Linearkombination von B und
C diagonalisierbar.

10Das ss steht fiir semisimple (halbeinfach) und n fiir nilpotent.
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Beweis. (a) = (b): Die Spaltenvektoren von S sind eine Basis, weil S € GL,(K). Auferdem
sind diese Spalten Eigenvektoren zu B, der Eigenwert ist der entsprechende Diagonaleintrag von
D, und zu C, der Eigenwert ist der entsprechende Diagonaleintrag von E.

(b) = (a): Aus einer Basis von Eigenvektoren zu B und gleichzeitig C' machen wir eine

Matrix S. Diese ist dann in GL, (K), weil wir eine Basis benutzt haben. Dann sind
D=S"'BS ud E=S5'CS

Diagonalmatrizen, und (a) folgt.

(b) = (c): Sei & = (by1,...,by) eine Basis aus Eigenvektoren zu B und C: mit Bb; = \;b;
und Cb; = u;b; fur die Eigenwerte \;, u; € K. Dann gilt fir alle 1 <7< n
Damit gilt BC = CB, denn es reicht, die zugehorige lineare Abbildung auf einer Basis zu
vergleichen.

(c) == (b): Da B diagonalisierbar ist, gibt es eine Eigenraumzerlegung K" = @, Va(B).
Wenn v € V)\(B) ein Eigenvektor zum Eigenwert A ist, dann ist auch w = C'v ein solcher:

Bw = BCv = CBv = C(A\v) = A\Cv = \w.

Weil C diagonalisierbar ist, hat das Minimalpolynom m¢(X) von C keine doppelten Nullstellen
und zerfdllt in Linearfaktoren. Das Minimalpolynom von C eingeschrinkt zu einer linearen
Abbildung V) (B) — Vi(B) ist ein Teiler von mc(X). Damit hat auch dieses keine doppelten
Nullstellen und zerfallt in Linearfaktoren. Daher ist auch jeder der Blocke diagonalisierbar, der
C in einer zur Zerlegung K" = @, Vi(B) angepafiten Basis beschreibt. Das heifst, der Raum
ViA(B) hat eine Basis aus Eigenvektoren von C. Vereinigt iiber alle A erhalten wir so eine Basis
aus Eigenvektoren fiir gleichzeitig B und C.

Beweisen wir noch den Zusatz: fiir ,y € K und S, D und F wie in (a) gilt
B +yC = S(xD +yE)S™ . O

Lemma 10.24. Seien N, M € M, (K) kommutierende nilpotente Matrizen. Dann ist auch jede
Linearkombination von N und M nilpotent.

Beweis. Seien z,y € K und n € N so grof, daf N = M™ = 0. Weil N und M kommutieren,
gilt die binomische Formel. Dann ist

2n
2n
N M 2n _ k 2n—kaM2n—k;.
@ =3 (%) )ty
k=0
In der Summe ist jeder Summand 0, weil jeweils N* oder M?"~* die Nullmatrix ist. O

Theorem 10.25 (Additive Jordan—Chevalley—Zerlegung). Sei A € M, (K) mit zerfallendem
charakterstischen Polynom. Dann g¢ibt es eindeutige miteinander kommutierende Matrizen

o Ay € M, (K) mit AAy = A A und Ags diagonalisierbar,
o A, € M,(K) mit AA, = A, A und A,, nilpotent und
A=A+ A,.
Zusatz: es gibt Polynome S(X), N(X) € K[X]| mit Ass = S(A) und A, = N(A).

Beweis. Die Existenz haben wir bereits gesehen, sogar mit dem Zusatz. Diese Zerlegung bezeich-
nen wir wie oben und im Theorem mit A = Ay + A4,,.

Sei also A = S + N eine weitere solche Zerlegung. Aufgrund des Zusatzes kommutieren Agg
und S sowie A, und N. Aus den beiden Summenzerlegungen erhalten wir

As—S=N-A,
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Weil Ay und S kommutieren und diagonalisierbar sind, sind sie sogar simultan diagonali-
sierbar, siehe Satz 10.23. Es gibt dann eine Basis aus Eigenvektoren fiir S und Ags gleichzeitig.
Deshalb ist Ags — S diagonalisierbar, durch dieselbe Basis, siehe Satz 10.23.

Weil A,, und N kommutieren und nilpotent sind, ist N —A,, auch nilpotent, siche Lemma 10.24.
Damit ist nun Ags—S = N — A, gleichzeitig diagonalisierbar und nilpotent. Nilpotente Matrizen
haben nur den Eigenwert 0. Dieser Eigenwert steht auf der Diagonale beim Diagonalisieren,
folglich ist

0=Axs—S5S=N—-A,.
Dies zeigt die Eindeutigkeit. O

Sei nun A € GL,,(K). Dann sind alle Eigenwerte A\; € K* und Ags € GL,,(K). Sei U(X) ein

Polynom, das
UA) & O, X)) =14+ (O =), A (X =) =14+ A4, =: A,
entspricht. Durch die Beschreibung in R4 komponentenweise ist klar, daft A, eine unipotente
Matrix ist. Auferdem gilt
Ass'Au :Ass+An:A-

Als Summe einer invertierbaren Matrix 1 und einer damit kommutierenden nilpotenten Matrix
AL A, ist A, auch invertierbar.

Lemma 10.26. Seien U,V € GL,,(K) kommutierende unipotente Matrizen. Dann ist auch UV
unipotent.

Beweis. Sei U =1+ N und V =1+ M. Dann sind N, M € M,,(K) nilpotent per Definition
von unipotent. Aukerdem kommutieren N und M:

NM=U-1)(V-1)=U0V-V-U+1=VU-V-U+1=(V-1)(U-1)=MN.
Dann ist
UV=1+N+M-+NM.
Es bleibt zu zeigen, dakt N 4+ M 4+ N M nilpotent ist. Das folgt aus Lemma 10.24. U

Theorem 10.27 (Multiplikative Jordan—Chevalley—Zerlegung). Sei A € GL,,(K) mit zerfallen-
dem charakteristischen Polynom. Dann gibt es eindeutige miteinander kommutierende Matrizen
o Ay € GL,(K) mit AAy = AgsA und Ags diagonalisierbar,
o A, € GL,(K) mit AA, = A, A und A, unipotent und

A=Ay Ay
Zusatz: es gibt Polynome S(X),U(X) € K[X]| mit Ass = S(A) und A, = U(A).

Beweis. Die Existenz haben wir bereits gesehen, sogar mit dem Zusatz. Diese Zerlegung bezeich-
nen wir wie oben und im Theorem mit A = Ay - A,.

Sei also A = S-U eine weitere solche Zerlegung. Aufgrund des Zusatzes kommutieren Agg und
S sowie A, und U. Aus den beiden Produktzerlegungen erhalten wir

STlA, =UAL

Weil Ag und S kommutieren und diagonalisierbar sind, sind sie sogar simultan diagonali-
sierbar: es gibt eine Basis aus Eigenvektoren fiir S und Ay gleichzeitig. Deshalb ist S™1Ag
diagonalisierbar (selbe Basis).

Weil A, und U kommutieren und unipotent sind, ist UA;! auch unipotent, siche Lem-
ma 10.26. Damit ist nun S™1Ag = UA,! gleichzeitig diagonalisierbar und unipotent. Uni-
potente Matrizen haben nur den Eigenwert 1. Dieser Eigenwert steht auf der Diagonale beim
Diagonalisieren, folglich ist

1=514,=U0A4;".
Dies zeigt die Eindeutigkeit. U
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Von den Jordan-Chevalley—Zerlegungen ist es nicht weit zum einen zu einer Verallgemeinerung
fiir Matrizen ohne die Voraussetzung eines zerfallenden charakteristischen Polynoms, zum andern
ist die Jordan-Normalform in Reichweite, und diese auch im allgemeinen Fall.

UBUNGSAUFGABEN zU §10

Ubungsaufgabe 10.1. Seien a1, . .., a, Elemente eines Hauptidealrings R. Zeigen Sie, dak das kgV
der ay,...,a, das Produkt ay - ... - a, teilt.

Ubungsaufgabe 10.2. Seien p ein Primelement in einem Hauptidealring R und a1,...,a, € R
Elemente. Zeigen Sie, dafs aus

plai-...-ay
folgt, daf fiir ein ¢ mit 1 < ¢ < n schon p | a;.

Ubungsaufgabe 10.3. Sei K ein Korper. Bestimmen Sie die primen Elemente in K[[X]] bis auf
Einheiten.

Ubungsaufgabe 10.4. Ist Z/37 x 7Z/13Z eine zyklische Gruppe? Was ist mit Z/3Z x Z/12Z?

Ubungsaufgabe 10.5. Sei K ein Korper, iiber dem jedes Polynom f € K[X] vom Grad deg(f) > 0
eine Nullstelle hat (ein algebraisch abgeschlossener Korper). Zeigen Sie, daf jedes irredu-
zible Polynom in K[X] linear, also vom Grad 1, ist.

Ubungsaufgabe 10.6. Seien R ein Ring und z,y,q,r € R mit 2 = qy + r. Dann gilt
(z,y) = (r,y).
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Teil 3. Moduln
11. GRUNDLAGEN ZU MODULN

11.1. Die Jordannormalform. Die Jordannormalform stellt fiir einen Endomorphismus
p: V=V

eines endlich-dimensionalen K-Vektrorraums V' eine angepafste Basis zur Verfiigung, beziiglich
derer die Darstellungsmatrix eine spezielle Blockdiagonalgestalt annimmt.

Analog dazu besagt die Jordannormalform fiir eine Matrix A € M, (K) die Existenz einer
Basiswechselmatrix S € GL,(K), so dak S~'AS eine spezielle Blockdiagonalgestalt annimmt.
Das ist dasselbe in griin: man studiert A mittels des Endomorphismus K" — K™ Matrixmulti-
plikation mit A und S ist dann die Basiswechselmatrix von der besonders angepafiten Basis in
die Standardbasis des K".

Definition 11.1. Sei K ein Korper und sei P(X) = X% + Zf:_& a; X" € K[X] ein normiertes
Polynom vom Grad d = deg(P) > 0. Die Begleitmatrix von P(X) ist die Matrix

0O ... ... 0 —ag
1 . 0 —-a
AP):= g . .+ [ eMa(K).
: . 0 —ag_o
0 ... 0 1 —ag

Bemerkung 11.2. Wir behalten die Noatation aus Definition 11.1. Korollar 9.18 bestimmt den
Faktorring V = K[X]/(P) als einen K-Vektorraum mit Basis

B=(1,X,X2%.. ., X0,

Die Multiplikation mit X auf K[X] induziert einen K-linearen Endomorphismus X-:V — V.
Die Darstellungsmatrix ist gegeben durch M%(X-) = A(P) wegen

X X=X (fiir alle 0 < i < d —1)
d—1 A d—1 ‘
X- X =X'=P(X) =) a; X' =) (—a;)X’ (mod (P)).
=0 1=0

Beispiel 11.3. Sei A € K und P(X) = X — A. Dann ist A(X — \) = (\) € My (K).

Definition 11.4. Sei » > 1 und P(X) € K[X] ein normiertes Polynom vom Grad d > 0. Das
Jordankistchen zum Polynom P(X) der Stufe (oder Lénge) r ist die Matrix J,.(P) € Mg, (K)
in r x r Blockform

A(P)
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Alle fehlenden Eintrige von J,.(P) sind wie iiblich mit 0 aufzufiillen'®.

Bemerkung 11.5. Der Faktorring V' = K[X]/(P") ist ein K-Vektorraum der Dimension dr. Fiir
0<i<dund 0 <j <r durchlauft £ =1+ dj die Werte 0 < k < dr. Wir setzen

by = X'P(X) (mod (P(X)")).

Sejen v € K dr die Koordinatenvektoren von by, beziiglich der Basis (1,X,X2,....X dT—l). Weil
X'P(X)? normiert vom Grad k = ¢ + dj ist, handelt es sich bei der Matrix S = [vp, ..., vVgr—1]
um eine unipotente (nur 1 auf der Diagonalen) obere Dreiecksmatrix. Damit ist S invertierbar,
und

% = (bo, - - bar—1)

ist eine Basis von V. Die Multiplikation mit X auf K[X] induziert einen K-linearen Endomor-
phismus X- : V — V. Die entscheidende Rechnung ist fiir k =d — 1+ dj

d—1 d—1
X b =X'P(X)Y = (P(X) = aX")P(X) =bpp1 + Y _(—a0)besqs.
(=0 /=0
Damit ist allgemein fiir £ =i + dj:
bi+1 falls . < d—1,
X b= b1+ 0 (—ag)beyg  fallsi=d—1und k < dr —1,
S o (—a)bes g falls k = dr — 1.

Somit ist die Darstellungsmatrix von X- gegeben durch
MZ(X-) = Jo(P).
Beispiel 11.6. Sei A € K und P(X) = X — A. Dann ist J,.(X — \) € M, (K) die Matrix

A
1

A
1 A

Theorem 11.7 (Jordannormalform). Sei K ein Kdrper.

(1) Seiyp:V =V ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen K -Vektorraums. Dann
gibt es eine Basis von V', beziiglich derer die Darstellungsmatriz von ¢ eine Blockdiago-
nalmatriz aus Jordanblocken zu irreduziblen Polynomen ist.

(2)  Eine quadratische Matriz A € My, (K) dber K ist dhnlich zu einer Blockdiagonalmatriz
aus Jordanblocken zu irreduziblen Polynomen.

Konkret behauptet (1) die Existenz einer Basis B, bzw. (2) die Existenz einer invertierbaren
Matriz S € GL,(K), sowie nicht notwendigerweise paarweise verschiedene normierte irreduzible

Hy/orsicht: manchmal wird die Reihenfolge der Basis umgedreht. Dann sind die Begleitmatrizen entsprechend
zu modifizieren (fiir Grad d = 1 passiert nichts) und die zusétzlichen Eintrége 1 stehen dann oberhalb der
Diagonalen.
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Polynome Py(X), ..., Ps(X) und Stufen ry,...,rs > 1 mit

Jh (Pl)

MZ%(p) bzw. STLAS = (%)

Iy (Ps)

Alle Eintrage auferhalb der Blockdiagonale sind 0. Die Blockdiagonalmatriz (%) aus Jordanblo-
cken nennt man die Jordannormalform (des Endomorphismus ¢ bzw. der Matriz A).

(8) In (x) hingt die Anzahl der Jordanblocke der Form J.(P)) fir jedes feste r und jedes
irreduzible normierte Polynom P(X) € K[X] nicht von den auftretenden Wahlen ab. Das
heif§t: jede Basis A, bzw. jede invertierbare Matrix S, welche zu einer Jordannormalform
fiihrt, liefert bis auf Permutation der Jordanblicke dieselbe Jordannormalform.

(4)  Das charakteristische Polynom von (x) ist

Xo(X) bzw. xa(X) = Hpi(X)”.
i=1

(5)  Das Minimalpolynom von (%) ist das Produkt
my(X) bzw. ma(X) = HPmP.
P

wobei P alle normierten irreduziblen Polynome durchliuft und der Exponent
mp = max{r; ; P;(X)=P(X),1<i<s}
nur endlich oft von 0 verschieden ist, und daher das Produkt trotzdem ein endliches ist.

Der Zusammenhang zwischen den auftretenden Jordankistchen und den Invarianten charak-
teristisches Polynom und Minimalpolynom sind leicht zu bekommen.

Theorem 11.7 (4). Wir verwenden die Notation aus Theorem 11.7. Zunéchst ist fiir ein Polynom
P(X) aus der linearen Algbra bekannt (Beweis des Satzes von Cayley-Hamilton), daf

xap)(X) = P(X).
Weiter ist das charakteristische Polynom einer unteren Blockdiagonalmatrix das Produkt der

charakteristischen Polynome der Diagonalblocke. Wendet man dies auf die Jordannormalform
(%) und dann die Jordankéstchen an, so folgt

Xeo(X) = xa(X) = [ [ xu, 2y (X) = [ [ xaey (X)) = [ P(3)". 0
=1 =1 =1
Lemma 11.8. Sei A eine Blockdiagonalmatriz mit Diagonalblocken By, ..., Bs. Dann ist das

Minimalpolynom von A das kqV der Minimalpolynome der B;
ma(X) =kgV (mp,(X),...,mp,(X)).
Beweis. Wir schreiben als Kurzform A = diag(Bj, ..., Bs). Dann gilt fiir alle P(X) € K[X]
P(A) = diag(P(B1),...,P(B)s).

Somit ist P(A) = 0 genau dann, wenn P(B;) = 0 fiir alle ¢ = 1,...,s. Aus der Definition des
Minimalpolynoms und des kgV folgt die Behauptung. U
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Lemma 11.9. Das Mimimalpolynom des Jordankdistchens J,(P) ist P(X)".

Beweis. Als Modell eines Endomorphismus ¢ mit geeigneter Darstellungsmatrix J,.(P) nehmen
wir die Multiplikation mit [X] auf V = K[X]/(P"), siche Bemerkung 11.5. Damit ist fiir ein
beliebiges Polynom Q(X) € K[X]| auf V der Endomorphismus Q(¢) die Multiplikation mit
Q([X]). Auswertung auf der Restklasse von 1 liefert

Qp)([1]) = QUX]) - 1] = [RIX)].
Angewandt auf das Minimalpolynom folgt [m] = 0, also ist das Minimalpolynom ein Vielfaches
von P(X)". Die Multiplikation mit P(X)" auf V ist allerdings bereits die Nullabbildung. Somit
ist mj, (py = P(X)" wie behauptet. O

Theorem 11.7 (5). Wir verwenden die Notation aus Theorem 11.7. Aus Lemma 11.8 und Lem-
ma 11.9 folgt

m@(X) = mA(X) = kgV (erl(Pl)(X)’ cee 7ers(Ps)(X)> = kgV (Pl(X)rl, ‘e ,PS(X)TS),
woraus die Behauptung aus der Formel fiir das kgV aus Korollar 10.8 folgt. U

Den Beweis von Theorem 11.7 (1)-(3) fithren wir endgiiltig in Abschnitt 12. Die Aussage fiir ei-
ne quadratische Matrix A entspricht derjenigen fiir ¢ = L4 : K™ — K", der Linksmultiplikation
mit A. Es reicht daher, die Jordannormalform fiir einen Endomorphismus zu beweisen.

Proposition 11.10. Die Aussage (1) in Theorem 11.7 fiir einen Endomorphismus ¢ : V — V
ist (mit der Notation von Theorem 11.7) dquivalent zur Existenz eines Vektorraumisomorphismus

f:V S EPEX)P,

i=1
der ¢ in die Multiplikation mit X dbersetzt, d.h. fir alle v € V gilt

fle(v)) = X f(v).

Beweis. Fiir die rechte Seite und den Endomorphismus X- haben wir in Bemerkung 11.5 eine
Basis der direkten Summanden angegeben und die Darstellungsmatrix ausgerechnet. Das liefert
genau die Jordannormalform fiir X- und per Strukturtransport mittels f die Jordannormalform
fiir .

Haben wir umgekehrt eine Basis 4, beziiglich derer ¢ Jordannormalform annimmt, dann
finden wir f, indem wir blockweise die Basisvektoren aus % zu einem Jordankistchen auf die
Basis aus Bemerkung 11.5 zum entsprechenden Modell des Jordankéastchens abbilden. O

Proposition 11.10 betont die Rolle der Quotienten K[X]/(f). Allgemeiner diskutieren wir
Quotienten R/I letztendlich fir Hauptidealringe R. Der Endomorphismus ¢ macht aus dem
Vektorraum V einen R = K[X]-Modul, und allgemeiner R-Moduln fiir Hauptidealringe besitzen
eine Strukturtheorie, welche sofort den Satz von der Jordannormalform im Sinne von Proposi-
tion 11.10 zeigt.

11.2. Moduln und Homomorphismen. Wenn man die Theorie der Ringe als eine nichtli-
neare Theorie betrachten will, dann muf man die Theorie der zugehorigen Moduln als eine
Linearisierung ansehen. Aus der Perspektive der Linearen Algebra sind Moduln fiir Ringe was
Vektorraume fiir Korper sind.

Definition 11.11. Sei R ein Ring. Ein Modul, genauer ein R-Modul, ist eine abelsche Gruppe
(M, +) zusammen mit einer Multiplikation

Rx M — M,

so daf fiir alle a,b € R und z,y € M gilt:
(i)  unitar: lz =z,
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(ii)  assoziativ: (ab)z = a(bx),
(iii)  distributiv: a(x + y) = ax + ay und (a + b)x = ax + bx.

Beispiel 11.12. Beispiele fiir Moduln in bekanntem Kontext.

(1) Ist R ein Korper K, so entspricht ein R-Modul einem K-Vektorraum.

(2)  Abelsche Gruppen sind nichts anderes als Z-Moduln.

(3)  Sei R = K[X]. Dann ist ein R-Modul M erst mal ein K-Vektorraum, dessen Skalarmulti-
plikation

KxM-—M

iiber die Wirkung der konstanten Polynome durch Modulmultiplikation K[X]| x M — M
erklart wird. Sodann gibt es einen Endomorphismus

p: M — M, p(m) = Xm fir alle m € M,

der zur Multiplikation mit X gehort. Aufgrund des Distributivgesetzes, und weil X und die
Konstanten aus K kommutieren, muf$ ¢ eine K-lineare Abbildung sein: fiir alle mq,mo €
M und alle A € K ist

e(Amy1 +ma) = X(Amy + mo) = XAdmy + Xmo = AXmq + Xmgo = Ap(mq) + ¢(ms).

Ein Polynom P(X) € K[X] operiert dann durch P(y) auf M: sei P(X) = ag+...+agX?,
dann gilt fir alle m € M

P(X)m = (ag+ ...+ agXDm = agm + ... age(m) = (ag + . .. + age?)(m) = P(p)(m).

Ein K[X]-Modul ist somit nichts anderes als ein K-Vektorraum zusammen mit einem
K-linearen Endomorphismus.

(4) Die Menge R™ der Spaltentupel der Lange n mit Eintrigen aus R ist ein R-Modul durch
komponentenweise Addition und diagonale R-Multiplikation: fiir a € Rund z1,...,2, € R
gilt

Definition 11.13. Ein R-Modulhomomorphismus von einem R-Modul M in einen R-Modul
N ist eine Abbildung f : M — N, die ein R-linearer Gruppenhomomorphismus ist: fiir alle
z,y € M und a € R gilt

(i)  R-linear: f(ax) = af(x),

(i)  Gruppenhomomorphismus: f(z +y) = f(z) + f(y).

Wie {iblich ist ein R-Modulisomorphismus (oder Isomorphismus von R-Moduln) ein
bijektiver R-Modulhomomorphismus (oder dquivalent ein solcher mit einem inversen R-Modul-
homomorphismus).

Beispiel 11.14. In den Féllen von Beispiel 11.12 sind Modulhomomorphismen bekannt.

(1) Fir R = K ein Korper sind Modulhomomorphismen dasselbe wie lineare Abbildungen.

(2) Fiir R =Z sind Modulhomomorphismen dasselbe wie Gruppenhomomorphismen.

(3) Fir R = K[X] sind Modulhomomorphismen dasselbe wie K-lineare Abbildungen, die mit
dem durch X- gegebenen Endomorphismus vertauschen.

Beispiel 11.15. Ein R-Modul M wird freier Mlodul vom Rang n genannt, wenn er isomorph
zu R™ als R-Modul ist.

Wenn R = K ein Korper ist, dann folgt aus der Existenz einer Basis, daf alle endlich erzeugten
K-Moduln frei sind. Der Rang entspricht dem Begriff der Dimension.

Definition 11.16. Ein Untermodul, genauer ein R-Untermodul eines R-Moduls M, ist eine
Untergruppe M’ C M, so daR fiir alle a € R und = € M’ wieder ax € M’.
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Beispiel 11.17. Beispiele fiir Untermoduln.

(1) Fir R = K ein Korper sind Untermoduln dasselbe wie Untervektorrdume.

(2) Fir R =7 ist ein Untermodul dasselbe wie eine Untergruppe.

(3) Sei M ein K[X]-Modul, also ein K-Vektorraum M mit einem Endomorphismus ¢. Ein
K[X]-Untermodul ist nichts anderes als ein gp-stabiler Untervektorraum von M.

(4) Der Ring R selbst ist ein R-Modul vermoge der Ringmultiplikation: das ist R™ im Fall
n = 1. Die Untermoduln von R sind nichts anderes als die Ideale von R.

(5)  Jeder Modul M enthélt die beiden trivialen Untermoduln 0 = {0} € M und M C M.

Das Untergruppenkriterium, Proposition 2.7, und dem Kriterium fiir Ideale, Lemma 7.2, for-
mulieren wir ein Kriterium fiir Untermoduln.

Proposition 11.18. Sei R ein Ring. Fine Teilmenge N eines R-Moduls M ist ein Untermodul
genau dann, wenn

(i) 0€N,

(ii)  fir alle x,y € N istx +y € N,

(i1i)  und fir alle x € N und a € R gilt ax € N.

Beweis. Der Beweis geht genau wie der Beweis von Lemma 7.2. O

Definition 11.19. Sei X C M eine Teilmenge eines R-Moduls M. Dann ist der von X er-
zeugte Untermodul (X)r C M der kleinste R-Untermodul von M, der X enthélt. Dieser wird
offensichtlich gegeben durch

(X)r = {Zaiwi ; a; € Rund z; € X},
i=1
Wenn (X)r = M, so nennt man X eine Menge von Erzeugern von M als R-Modul. Ein
endlich erzeugter R-Modul ist ein R-Modul M, der von endlich vielen Elementen erzeugt
werden kann.

Beispiel 11.20. Sei M ein R-Modul. Die R-Modulhomomorphismen f : R® — M entsprechen

n-Tupeln (z1,...,x,) von Elementen von M. Die zugehorige Abbildung ist
ai n
f( : ) = Z a;T;.
an i=1
Dieses f ist surjektiv genau dann, wenn die x1, . .., z, Erzeuger von M sind. Somit ist M endlich

erzeugt genau dann, wenn es ein n und einen surjektiven R-Modulhomomorphismus R" — M
gibt.

Beispiel 11.21. Sei M’ C M ein Untermodul des R-Moduls M. Dann ist die Faktorgruppe M /M’
auf eindeutige Art und Weise ein R-Modul derart, dafs die Quotientenabbildung M — M /M’
ein R-Modulhomomorphismus ist. Das ist das iibliche Verfahren: zu x € M und a € R definieren
wir die Modulmultiplikation einfach auf Représentanten als
a(x+M') :=azx+ M € M/M'.

Diese R-Modulmultiplikation ist wohldefiniert: wenn z,z’ € M Reprisentanten der gleichen
Restklasse [z] = [¢/] € M/M' sind, dann gibt es y € M’ mit 2’ = x + y. Damit gilt dann

[aa’] = [a(z +y)] = [ax + ay] = [az],
weil ay € aM' C M’ gilt, denn M’ ist ein Untermodul. Der Modul M /M’ heift Faktormodul
von M modulo M.

Bemerkung 11.22. Ist M ein endlich erzeugteer R-Modul, dann ist jeder Faktormodul M /M’
ebenfalls endlich erzeugt, ndmlich von den Restklassen der Erzeuger von M.
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Definition 11.23. Sei f: M — N ein R-Modulhomomorphismus.

(1) Der Kern von f ist der Untermodul ker(f) = f~1(0) = {x € M ; f(x) =0} von M.
(2) Das Bild von f ist der Untermodul im(f) = f(M) von N.

Die Untermoduleigeenschaft wird mit dem Untermodulkriterium Proposition 11.18 nachgewie-
sen.

Bemerkung 11.24. Im Gegensatz zu allgemeinen Gruppen, wo nur ausgezeichnete Untergruppen,
namlich Normalteiler, Kerne sind, gibt es diese Unterscheidung bei Moduln nicht: Kerne sind
Untermoduln und jeder Untermodul M’ C M ist der Kern eines geeigneten R-Modulhomomor-
phismus: etwa M — M /M’.

Lemma 11.25. FEin R-Modulhomomorphismus f : M — N ist injektiv genau dann, wenn
ker(f) = {0}

Beweis. Das geht formal genauso wie bei Gruppen, und folgt sogar aus dem Gruppenfall ange-
wandt auf den zugrundeliegenden Gruppenhomomorphismus f : (M, +) — (N, +). O

Lemma 11.26. Sei M ein endlich erzeugter R-Modul und f : M — N ein R-Modulhomomor-
phismus. Dann ist das Bild f(M) ein endlich erzeugter R-Untermodul von N, und zwar erzeugt
durch die Bilder von Erzeugern von M.

Beweis. Sei M = (x1,...,zp)r. Dann ist ein beliebiges Element aus f(M) von der Form
flarzy + ...+ anzy) = arf(z1) + ... + anf(zy),
mit aq,...,a, € R, demnach eine R-Linearkombination der f(z1),..., f(xy,). O

11.3. Quotienten und Isomorphiesitze. Fiir Moduln gelten Homomorphiesatz und Isomor-
phiesétze wie fiir Gruppen. Auch hier folgen sie formal aus der Existenz von Quotienten.

Proposition 11.27. Sei R ein Ring, M ein R-Modul und M’ ein Untermodul von M. Dann

gibt es einen Quotientenmodul p : M — Q) mit der universellen Figenschaft:

(1) p(M') =0,

(1)  fir alle R-Moduln T und R-Modulhomomorphismen f : M — T mit f(M') =0 faktori-
siert f eindeutig durch einen R-Modulhomomorphismus ¢ : Q@ — T, d.h. f = pop bzw.
das Diagramm

kommutiert.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit bis auf eindeutigen Isomorphismus. Angenommen
P+ M — @ ist auch ein Quotientenmodul. Dann gilt p'(M’) = 0 und somit gibt es eindeu-
tig ¢ : Q@ — Q' mit p’ = ¢ o p. Umgekehrt konnen wir genauso argumentieren und erhalten
Y Q' — Q mit p = 1) o p’. Die Komposition 1 o ¢ : Q — Q erfiillt dann die geforderte Fak-
torisierungseigenschaft fiir p : M — @ bezliglich p. Da dies auch die Identitat idg : @ — Q
erfiillt, folgt aus der Eindeutigkeit der Faktorisierung bereits ¢ o ¢ = idg. Umgekehrt schliefst
man genauso auf ¢ ot = idgr, so daf ¢ und @ zueinander inverse R-Modulhomomorphismen
sind. Aufserdem sind diese eindeutig, wenn man Vertréglichkeit mit den Quotientenabbildungen
fordert. Das war rein formal!

Zur Existenz eines Quotientenmoduls iiberlegen wir uns nur, dafs die Projektion

p: M — M/M
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ein Quotient ist. Das ist einfach: (1) Die Bedingung p(M') = 0 folgt aus der Konstruktion sofort,
und ein f: M — T mit f(M') =0 a8t die Definition von ¢ : M/M' — T mittels

oz + M) = f(z)
zu. Dies ist wohldefiniert, da f(M’) = 0. Weiter ist ¢ ein R-Modulhomomorphismus, wie man
leicht durch Wahl geeigneter Vertreter und der Homomorphie von f nachrechnet. Die Fakto-

risierungseigenschaft folgt sofort aus der Definition und ist gewissermafen die Leitidee fiir die
Definition. Auch die Eindeutigkeit ist offensichtlich. O

Satz 11.28 (Homomorphiesatz). Sei f : M — N ein R-Modulhomomorphismus. Dann definiert

©: M/ker(f) — im(f)
x +ker(f) — f(x)

etnen Isomorphismus von R-Moduln.

Beweis. Die Quotienteneigenschaft von M — M/ ker(f) nach Proposition 11.27 fiihrt beziiglich
f: M — N zu einem R-Modulhomomorphismus M/ ker(f) — N, dessen Bild weiter f(M) ist.
Schrianken wir das Ziel auf im(f) ein, so erhalten wir den behaupteten R-Modulhomomorphismus
. Dieser ist offensichtlich surjektiv. Sei  ein Vertreter im Urbild von Z € M/ ker(f). Dann ist
©(Z) = 0 genau dann, wenn z € ker(f), also wenn Z = 0. Damit ist ¢ auch injektiv. Als bijektiver
R-Modulhomomorphismus ist ¢ ein Isomorphismus. U
Bemerkung 11.29. Sei M ein R-Modul und seien M{ und M} Untermoduln von M.

(1)  Schnitt M| N M}, und

(2)  Summe M|+ M} ={x1 +x2; x; € M/ fir i = 1,2}

sind ebenfalls R-Untermoduln von M. Schnitt und Summe lassen sich auch fiir beliebige Familien
indiziert durch eine Menge A von Untermoduln M/ C M mit o € A definieren.

Korollar 11.30 (Erster Isomorphiesatz). Sei M ein R-Modul mit Untermoduln K,L C M.
Dann induziert die Identitit einen R-Modulisomorphismus

K/KNL = K+ L/L
Beweis. Das ist der Homomorphiesatz fiir Moduln angewandt auf K — M — M/L. U

Korollar 11.31 (Zweiter Isomorphiesatz). Sei M ein R-Modul mit Untermoduln K C L C M.
Dann induziert die Identitit einen R-Modulisomorphismus

(M/K)/(L/K) = M/L.

Beweis. Die Quotienteneigenschaft von M — M/K nach Proposition 11.27 fiihrt beziiglich
M — M/L zu einem R-Modulhomomorphismus M /K — M /L. Der behauptete Isomorphismus
folgt aus dem Homomorphiesatz angewandt auf M/K — M /L. O

11.4. Produkte und Summen von Moduln. Wir diskutieren nun Produkte und Summen
flir Moduln mit Blick auf ihre universelle Eigenschaft.

Definition 11.32. (1) Sei M ein R-Modul und seien Mj, ..., My Untermoduln. Man sagt M
ist die innere direkte Summe der M;

S
M =DM
i=1
wenn es fiir alle x € M eindeutige x; € M; fir i =1,...,s gibt mit

rT=x1+...+ Ts.
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(2)  Sei I eine Menge und N; ein R-Modul fiir alle ¢ € I. Die direkte Summe von R-Moduln
N; ist die Menge der Tupel

@Ni = {(xi)ier ; i € N; fur alle i € I und z; = 0 fiir fast alle i}
el
mit komponentenweiser Addition und R-Multiplikation. Bei endlicher Indexmenge I ist die

Bedingung leer, daf fast alle 2; = 0 sind. Fiir I = {1,..., s} schreibt man auch @;_; N;.
(3) Die (innere) direkte Summe von zwei R-Moduln M und N schreibt man auch M & N.

Bemerkung 11.33. Sei M die innere direkte Summe der Untermoduln M; fiir i = 1,...,s. Dann
ist (mit der (abstrakten) direkten Summe) die Summenabbildung

s s
@Mi—)M, (xl,...,$s)i—>2$i
i=1 =1

Ein Isomorphismus von R-Moduln. Eine innere direkte Summe ist also isomorph zu einer (ab-
strakten) direkten Summe.

Beispiel 11.34. Fiir jedes j € I ist die Inklusion
Lj: M j @ M;
el
mit ¢j(xz) = (0,...,,...,0), wobei z in der j-ten Koordinate sitzt, ein R-Modulhomomorphis-
mus. Allgemeiner ist auch fiir eine Teilmenge J C I die Inklusion

Ly @ Mj — @ Ml
jeJ icl
mit der naheliegenden Definition der Fortsetzung eines Tupels durch 0 auf I\ J ein R-Modul-
homomorphismus.
Definition 11.35. Sei R ein Ring. Das direkte Produkt einer Familie von R-Moduln M; fiir
1 € I ist der R-Modul
i€l
mit komponentenweiser Addition und R-Multiplikation. Fiir jedes j € I ist die Projektion
pr; : H M; — M;
i€l

mit pr;((7;)) = x; ein R-Modulhomomorphismus. Allgemeiner ist auch fiir eine Teilmenge J C I

die Projektion
pry: H M; — H M;
iel JjeJ
mit pr;((zi)icr) = (z;)jes ein R-Modulhomomorphismus.
Das Produkt zweier Moduln M und N schreiben wir als M x N.

Satz 11.36 (Existenz von Produkten bei Moduln). Sei R ein Ring. Das direkte Produkt von R-
Moduln M; mit i € I zusammen mit den Projektionen pr; : [Lic; M; — Mj erfillt die universelle
Eigenschaft des Produkts von R-Moduln:

Zu jedem R-Modul T und R-Modulhomomorphismen f; : T — M; fir alle 1 € I gibt es genau
einen R-Modulhomomorphismus f: T — [[;c; M; mit f; = pr;of fiir allei € I.

Beweis. Ubung. Wie bei Ringen. O
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Satz 11.37 (Existenz von Summen bei Moduln). Sei R ein Ring. Die direkte Summe von R-
Moduln M; mit i € I zusammen mit den Inklusionen vj : M — €D,.; M; erfillt die universelle
FEigenschaft der Summe von R-Moduln:

Zu jedem R-Modul T und R-Modulhomomorphismen f; : M; — T fir alle v € I gibt es genau
einen R-Modulhomomorphismus f : @,c; M; — T mit f; = f ou; fir allei € 1.

i€l

Beweis. Ubung: f((zi)ier) = >_; fi(z;) definiert f, denn die Summe ist endlich. O
11.5. Annulatorideale, zyklische Moduln.

Definition 11.38. Sei M ein R Modul.
(1) Das Annulatorideal von x € M ist das Ideal

Anng(x) = {a € R|ax = 0}.
(2) Das Annulatorideal von M ist

Anngp(M) ={a € R| firallex € M : ax =0} = ﬂ Annpg(x).
zeM
Es ist eine einfache Ubung nachzurechnen, daf ein Annulatorideal wirklich ein Ideal ist. Zum
Beispiel ist
Anng(z) =ker(R — M, a— ax),
und Anng (M) ist ein Ideal als Schnitt von Idealen.

Beispiel 11.39. (1) Es gilt Anng(R/I) = I, denn R/I wird von der Restklasse 1 modulo [
erzeugt, und es gilt a-1 =0 € R/I genau dann, wenn a € 1.
(2) Wenn M = (z1,...,%,)R, dann ist

n
Amnp(M)={a€ R; ar; =0firalei=1,...,n} = m Anng(z;),
i=1
weil ein a, das alle x; annuliert, auch alle R-Linearkombinationen der x; annuliert.

Definition 11.40. Ein zyklischer R-Modul ist ein R-Modul M, der von einem Element
x € M erzeugt wird. Wir schreiben M = (x)r =: Rx.

Proposition 11.41. Sei Rx = (x)g C M der zyklische R-Untermodul mit Erzeuger x € M.
Dann ist

R/ Anng(z) = Rz, [a] — ax
etn R-Modulisomorphismus.

Beweis. Zu x € M gehort der R-Modulhomomorphismus -z : R — M definiert durch a — ax.
Der Annulator von x ist

Anng(x) = ker(-z : R — M).
Das Bild von -z : R — M ist der von z erzeugte R-Untermodul (z)r = Rx. Die Behauptung
folgt nun sofort aus dem Homomorphiesatz, Satz 11.28. O

Beispiel 11.42. Sei R = Z. Ein zyklischer Z-Modul ist eine abelsche Gruppe, die von einem
Element erzeugt wird. Das ist also nichts anderes als eine zyklische Gruppe, somit isomorph zu
Z oder zu Z/nZ fir ein n > 1.

Wir kénnen nun den Satz iiber die Existenz der Jordannormalform nach Proposition 11.10 in
der Sprache der Moduln formulieren.

Proposition 11.43. Sei K ein Kéorper. Um die Existenz der Jordannormalform zu beweisen,
reicht die folgenden Aussage:

Sei V' ein K[X]-Modul, der als K-Vektorraum endlich-dimensional ist. Dann ist V eine end-
liche direkte Summe von zyklischen K|[X]-Moduln.
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Beweis. Ein solcher zyklischer K[X]-Modul hat nach Proposition 11.41 die Form K[X]/I fiir ein
Ideal I. Weil K|[X] ein Hauptidealring ist, muft I = (P) sein fiir ein Polynom P € K[X]. Dabei
kann P = 0 nicht auftreten, weil sonst V' einen K-Unterraum isomorph zu K[X] enthielte, was
der endlichen Dimension von V' widersprache.

Um die Existenz der Jordannormalform aus Proposition 11.10 zu bekommen, miissen wir
aus einer Zerlegung in Summanden K[X]/(P) eine Zerlegung in solche zyklische K[X]-Moduln
machen, bei denen P eine Potenz eines Primpolynoms ist. Wir zerlegen einfach die Sumannden
weiter nach dem Chinesischen Restsatz, Korollar 10.17. Denn wenn P die Zerlegung [[;_, P/"
hat, dann ist als Ringe

K[X]/(P) = [ [ K[X]/(P]"),
=1

und man iiberzeugt sich sofort, dafs der Ringisomorphismus, der im Beweis des Chinesischen
Restsatzes angegeben wurde, auch ein K[X]-Modulisomorphismus ist. O

UBUNGSAUFGABEN ZU §11

Ubungsaufgabe 11.1. Zeigen Sie, dak ein direkter Summand eines endlich erzeugten R-Moduls
selbst endlich erzeugt ist, d.h. ist M ~ @7 ;| M;, und M ist endlich erzeugt, dann sind auch die
M; endlich erzeugt.

12. MODULN UBER HAUPTIDEALRINGEN

12.1. Torsion. In diesem Abschnitt sei zur Vereinfachung R ein Integritétsring. Fiir den allge-
meinen Fall haben wir die Bedingung ,,a # 0“ durch ,,a ist kein Nullteiler zu ersetzen.

Bemerkung 12.1. Sei M ein R-Modul, und sei a € R. Die Abbildung = + az, also die Multipli-
kation mit a, definiert einen R-Modulhomomorphismus

[a] : M — M, |a](z) = az.
Der Kern M|a] := ker([a] : M — M) ist damit offensichtlich ein R-Untermodul von M.

Definition 12.2. Sei R ein Integritédtsring, und sei M ein R-Modul.

(1) Ein x € M ist ein Torsionselement, wenn es ein 0 # a € R gibt mit ax = 0.
(2) Seia € R, a# 0.Wir bezeichnen den Kern M[a] = ker([a]) der Multiplikation mit a, also

Mla] = {x € M ; ax =0},

als den R-Untermodul der a-Torsion(selemente) von M.
(3)  Der Modul M ist ein Torsionsmodul, wenn jedes z € M, x # 0 ein Torsionselement ist.

Bemerkung 12.3. Sei M ein R-Modul. Sind a,b € R assoziiert, d.h. es gibt eine Einheit ¢ € R*
mit a = b, dann ist fiir alle x € M

ar =0 < bxr =0,
weil man mit € bzw. e~! multiplizieren kann. Daher ist dann
M{a] = M{b].

Beispiel 12.4. Sei R = K[X] ein Polynomring tiber einem Koérper K. Sei V ein endlich-
dimensionaler K-Vektorraum mit Endomorphismus ¢ : V' — V, den wir durch Xv = ¢(v)
fir alle v € V als K[X]-Modul auffassen.

(1) Beziiglich des Polynoms X — X gilt: die (X — \)-Torsion
VIX — A =T

ist der Eigenraum von ¢ zum Eigenwert A.
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(2) Firr>1und A € K bezeichnen wir als verallgemeinerten Eigenraum (der Stufe r)
den Unterraum
Var = VI[(X =)
Die verallgemeinerten Eigenrdume bilden eine beziiglich Inklusion aufsteigende Folge von
K-Untervektorraumen von V:

{0}=VoCWVN=V\1CV\2C...CV),C...,

deren Vereinigung der verallgemeinerten Eigenraum von ¢ zum Eigenwert A ist.
(3)  Sei my,(X) das Minimalpolynom von ¢. Dann ist V' ein Torsionsmodul, denn es gilt

V = Vimy(X))

Proposition 12.5. Sei R ein Integrititsring, und sei M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann
ist M ein Torsionsmodul genau dann, wenn es 0 # a € R gibt mit M = M]a].

Beweis. Wenn fiir ein 0 # a € R gilt M = M]Ja|, dann sind alle z € M Torsionselemente,
némlich a-Torsion. Daher ist M ein Torsionsmodul.

Sei umgekehrt M ein Torsionsmodul und von den Elementen 1, ..., x, erzeugt als R-Modul.
Weil M Torsion ist, gibt es ay, ..., a, verschieden von 0 mit a;z; = 0 fiir alle ¢ = 1,...,n. Dann
ist a =aj-...-ay ebenfalls nicht 0, denn R ist ein Integritéatsring. Weiter gilt fiir allei = 1,...,n

ar; = (a1 -...a;i—1 - aiy1-ap) - (a;z;) = (a1 ... ai—1 - @41 - ap) - 0= 0.

Damit gilt z; € M|a] fiir alle i = 1,...,n. Weil M von den Elementen z; erzeugt wird, folgt
M = (x1,...,2))r C Mla] C M,
also M = M|al]. O

12.2. Die Primérzerlegung von Torsionsmoduln. Ab jetzt bis zum Ende des Kapitels ist
R ein Hauptidealring. Wir denken speziell an die Félle K[X] und Z.

Definition 12.6. Sei R ein Hauptidealring, sei M ein R-Modul und sei p € R ein Primelement.
Die Elemente von M, welche von einer Potenz von p annulliert werden, nennt man p-primaér.
Die p-priméren Elemente von M bilden den Untermodul, eine Vereinigung

Mp>]:= | M[p"]
>0
einer aufsteigenden Kette von Untermoduln
{0} = M) C Mp] C Mp*] C...C Mp' ] C M[p"']C....
Der Untermodul M [p>°] wird die p-primére Komponente von M genennt. Gilt M = M[p*>],

so nennt man M p-primar.

Der folgende Satz verallgemeinert die Eigenraumzerlegung eines diagonalisierbaren Endomor-
phimus. Hier hat iiberdies der Chinesische Restsatz seinen prominenten Auftritt.

Satz 12.7 (Primérzerlegung). Seien R ein Hauptidealring und M ein endlich erzeugter Torsi-
onsmodul. Dann gilt:
(1) M st direkte Summe seiner p-Primdrkomponenten:

M= P Mp™),

p prim

wobei p durch ein Vertretersystem der Aquivalenzklassen von Primelementen von R bis auf
Assoziiertheit lauft.

(2)  Fir alle Primelemente p € R ist M[p™] ein endlich erzeugter R-Modul und fir fast alle
Klassen von Primelementen bis auf Assoziiertheit gilt M[p>] = 0.
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(3) Sei0#ae€ R mit M =DMla], und set a =u-[[;_, pi" seine Zerlegung in Primfaktoren,

1

und w € R*. Dann ist M[p{°] = M|[pj"] fir i = 1,...,s ein endlich erzeugter R-Modul,
und es gilt genauer

Beweis. Wir zeigen zuerst die Behauptung (3), dann (2), und Aussage (1) folgt dann mittels
Proposition 12.5.

Schritt 0: Modulo (a). Als Voriiberlegung betrachten wir b, ¢ € R und folgern aus einer Kon-
gruenz b = ¢ (mod (a)), also wenn [b] = [c] in R/(a) gilt, dak dann die R-Multiplikation des
Moduls mit einem beliebigen x € M gleich ausféllt: bx = cx. In der Tat gilt dann c—b = A € (a),
so dafs

cx = (b+ A)x =bxr + Az = bz,
denn A € (a) C Anng(M).

Schritt 1: Projektoren. Nach dem Chinesischen Restsatz, genauer Korollar 10.17, haben wir
einen natiirlichen Ringisomorphismus

R/(a) = [T R/ ().
=1

Sei e; € R ein Element, das im Produkt geht auf (0,...,1,...,0) mit der einzigen 1 an der i-ten
Position. Dann gilt fiir alle 4, j modulo (a)

eiej = 51‘7]'61‘,

S

Zeizl.

i=1
Weil (a) € Anng(M), folgt fir alle x € M

€i€jx = (52',]'6]'1‘,

s

(Z e)r = .

=1

Schritt 2: Direkte Summe. Mit den Untermoduln e;M = {e;z |z € M} von M definieren wir
zwei R-Modulhomomorphismen

n S
S:EBeZ-MﬁM, S(wl,...,xn):in,
=1

=1

n
E:M— @eiM, E(z) = (e1zx,...,exx).
i=1

Es sind S und E zueinander inverse Isomorphismen, denn zuerst einmal gilt

s

S(E(zx)) = Zeix = (Z €)r = .
i=1

=1
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Sodann gibt es fir z = (z1,...,2,) € @;_, e;M fiir j = 1,..., s Elemente y; € M mit z; = e;y;,
so dafs

E(S(x)) = E(S(z1,...,2a)) = E(Y_ ejy;)
j=1

S S
= (e Y ejyihics = (Y dijejyihcics = (@1, ,2p) = .
j=1 j=1

Damit haben wir gezeigt:
S
M=HeM.
=1

Schritt 3: Endlich erzeugt. Der direkte Summand e; M ist das Bild des R-Modulhomomorphis-
mus e;- : M — M. Weil M endlich erzeugt ist, ist damit das Bild e; M ebenfalls endlich erzeugt.

Schritt 4: Identifikation der Summanden. Wir haben nun e; M = M [p}"] = M [p$°] nachzuwei-
sen. Wieder gilt modulo (a)

pite; =0, also  piie; € (a).
Weil (a) C Anng(M) gilt nach Voraussetzung, folgt fiir alle x € M
piieir = 0.
Das bedeutet
e:M C M[p] € MIp). (12.1)

B

)

Sei nun x € M[pg®] beliebig. Dann gibt es § > 1 mit p
modulo p. Damit gibt es z; € R mit

x = 0. Per Konstruktion ist e; = 1

e; = 1+ zipj",
woraus
1€ (&,p;") C (€ pi)
folgt. Damit ist e; teilerfremd zu p;. Aufgrund der eindeutigen Primfaktorzerlegung in R nach
Theorem 9.23 ist dann auch e; teilerfremd zu pﬁ Das Lemma von Bezout, Korollar 10.7, gibt

Elemente b;, ¢; € R mit '

1=be; + Cip?.
Damit folgt

x = (bie; + c,»pf)x = e;(biz) + ci(pfw) = e;(biz) € e; M.

Dies zeigt

M([pi®] C e; M.
und zusammen mit (12.1) folgt die behauptete Gleichheit

eiM = M[p;"] = M[p”].

Schritt 5: Die anderen Primdrkomponenten. Sei p ein Primelement, das teilerfremd zu a ist,

also nicht zu einem der py, . .., ps assoziiert ist. Sei x € M[p™], etwa mit p®z = 0 fiir ein g > 1.
Das Lemma von Bezout, Korollar 10.7, gibt Elemente b, c € R mit
1= ba + cp®.

Damit folgt

z = (ba + cp’)x = b(azx) + c(pPz) =0,
weil € M = M]Ja]. Dies zeigt M [p™] = 0. O
Bemerkung 12.8. Mit der Notation aus Satz 12.7 gilt a € Anng(M). Da R ein Hauptidealring

ist, gibt es ein beziiglich Teilbarkeit kleinstes a mit dieser Eigenschaft, ndmlich dann, wenn
Anng(M) = (a) ist.
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Korollar 12.9 (Kernzerlegung). Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit einem
Endomorphismus . Sei xo(X) = [[;_; pi(X)¥ die Primfaktorzerlegung des charakteristischen
Polynoms in K[X]. Dann gilt:

(1) 'V =@;_,V,, mit den verallgemeinerten Eigenrdumen V), = ker(p;(¢)*) C V.

(2)  Die Projektoren E; : V. — V. C V der Zerlegung als direkte Summe in (1) sind gege-
ben durch Polynome in ¢. Insbesondere kommutieren die Projektoren mit allen Endomor-
phismen von V, die mit ¢ vertauschen, die deshalb auch die Zerleqgung V = @;_, Vp,
respektieren.

Beweis. Wir fassen wie iiblich V' als K[X]-Modul auf, indem wir X durch ¢ operieren lassen.
Eine K-Basis von V erzeugt V erst recht auch als K[X]-Modul. Damit ist V ein endlich erzeugter
K[X]-Modul. Nach dem Satz von Cayley-Hamilton gilt x,(¢) = 0, also

Xp(X) € Anngx (V).
Damit folgt das Korollar sofort aus Satz 12.7. Die Projektoren e; im Beweis von Satz 12.7 sind
nun Polynome e;(X) € K[X], und deren Effekt auf V' wird gegeben durch E; = e;(p).
Kommutiert ein ¢ : V' — V mit ¢, dann gilt fiir alle Polynome P(X) = Z?:o a; X*
o (P(go)) =1o (ao—i—algo—i—...—i—adgod) = (a0+a1cp+...+adcpd) o) = (P(go)) o).
Insbesondere gilt dann ¢ o E; = E; o1, so daf ¢ das Bild von E; in sich abbildet. Damit ist die
Zerlegung V = @;_, Vj, eine Zerlegung in ¢-stabile Unterrdume. (]

Korollar 12.10. Seien R ein Hauptidealring, p ein Primelement und M ein endlich erzeugter
Torsionsmodul. Dann ist die p-primdre Komponente M [p™°] ein endlich erzeugter Torsionsmodul.

Beweis. In der Notation des Beweises zu Satz 12.7 ohne den index ¢, haben wir e € R und
a € N mit M[p>®|] = eM = M[p®]. Als eM ist die p-primére Komponente das Bild des R-
Modulhomomorphismu [e] : M — M, der Multiiplikation mit e. Als Bild eines endlich erzeugten
R-Moduls ist eM auch endlich erzeugt.

Die p-primére Komponente besteht nur aus p-Potenz-Torsion, ist also insbesondere ein Torsi-
onsmodul. O

12.3. Die Struktur von Torsionsmoduln. In diesem Kapitel beweisen wir den folgenden
Struktursatz.

Satz 12.11 (Struktursatz fiir endlich erzeugte Torsionsmoduln). Sei R ein Haupidealring und
M ein endlich erzeugter Torsionsmodul. Dann gilt:

(1) M ist isomorph zu einer direkten Summe zyklischer Moduln.
(2)  Es gibt nicht notwendig verschiedene Primelemente p;,i = 1,...,s und natirliche Zahlen
a;,1=1,...,8, so dafs

M = DR/ ().
=1

Beweis. Offenbar ist (1) eine Folge der préziseren Strukturaussage (2). Um (2) zu beweisen,
diirfen wir nach der Primérzerlegung, Satz 12.7, den Modul M durch seine p-Primérkomponente
M([p*>] zu einem Primelement p ersetzen. Die p-Primérkomponente erbt die Voraussetzung,
endlich erzeugter Torsionsmodul zu sein, nach Korollar 12.10 von M.

Weil die p-Primarkomponente endlich erzeugt ist, reicht nach Proposition 12.5 bereits eine
uniformen Potenz p°, um alle Elemente zu annulieren. Es gibt also eni e mit (p¢) € Anng(M).
Weil R ein Hauptidealring ist, gilt Anng(M) = (a) fir ein @ € R und a | p¢. Aufgrund der
eindeutigen Primfaktorzerlegung, Theorem 9.23, ist daher der Annulator ebenfalls von einer
Potenz von p erzeugt.

Sei also nun o0BdA Anng(M) = (p€). Fiir alle x € M ist dann (p¢) C Anng(z) und daher mit
dem selben Argument wie eben Anng(z) = (p®) fiir ein geeignetes p® | p¢, also ein o < e. Es
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reicht nun eine direkte Zerlegung M = €, Rx; mit endlich vielen Elementen x; € M zu finden,
denn dann ist Anng(z;) = (p*) fiir geeignete a; < e, und nach Proposition 11.41 folgt

M:@R””" =6_?R/(p§“)

Wir fithren nun Induktion iiber die Anzahl n einer Erzeugermenge von M. Der Induktions-
anfang n = 0 mit einer leeren Erzeugermenge fithrt zum Modul M = 0, der die leere direkte
Summe zyklischer Moduln ist. (Wem das suspekt ist, der analysiere den Fall mit nur einem
Erzeuger.)

Behandeln wir nun den Induktionsschritt. Es besitze M ein Erzeugendensystem aus n Ele-
menten 21, 29, ... z,. Unter diesen gibt es ein Element, oE x; := 21, mit Anng(z;) = (p°) und e
maximal, denn sonst annulierte schon p®~! den Modul M, siehe den Beweis von Proposition 12.5.

Der Quotient pr: M — M = M/Rxz; kann mit den n — 1 Bildern z; = pr(z;) erzeugt werden.
Per Induktionsvoraussetzung gibt es o, ..., 7s € M mit

Wir werden versuchen diese Zerlegung nach M zu liften. Dazu liften wir zunédchst die g; beliebig
zu y; € M mit pr(y;) = y;. Sei Anng(y;) = (p). Dann gilt e; < e und p®y; € ker(pr) = Rzy.
Es gibt also a; € R mit

Py = a;r1.
Jetzt verwenden wir die Extremalitiat von x1. Da p®~%a;z1 = p®y; = 0 muf p® ein Teiler von a;
sein. Wir setzen a; = p®b; und modifizieren y; ohne sein Bild in M zu &ndern durch x; = y; —b;z;.
Damit annulliert p® den Lift x; wegen

Pz = p“i(yi — biz1) = p“y; — p“ibizy = p“y; — azw = 0.
Wir zeigen nun, daft M die direkte Summe der Rzx; ist. Sei x € M beliebig. Dann gibt es
as,...,as € R mit pr(z) =37, a;g;. Dann ist

x—Zale = pr(z Z:alpracz ) =pr(x Zalyz—O

Damit ist « — >, a;x; € ker(pr) = Rxy, und damit wird M von den x1,...,xs erzeugt. Es
bleibt zu zeigen, daf die Summe der Rz; direkt ist, d.h. die Summenabbildung
S
@ R.%i — M
i=1

ist eine R-Modulisomorphismus.

Sei a;x; € Rr; mit Y ;4 a;z; = 0. Dannist 0 = pr(Y_5_; a;iw;) = > ;_o aiy;. Weil M die direkte
Summe der Ry; ist, folgt a;5; = 0. Weil Anng(x;) = (p®) = Anng(y;) fir alle i = 2,...,s
gilt, folgt auch a;x; = 0. Und schlieflich folgt damit a1z; = Zle a;x; = 0. Damit sind alle
Komponenten in den Rx; Null, wenn ihre Summe 0 ergibt: die Summe der Untermoduln ist eine
direkte Summe. (]

Wir kommen nun zur Jordannormalform zuriick.

Beweis. Wir beweisen nun die Existenz der Jordannormalform aus Theorem 11.7 (1) fiir einen
Endomorphismus ¢ : V' — V eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums. Dazu bedienen wir
uns der Ubersetzung in die Sprache der K[X]-Moduln aus Proposition 11.10. Diese modul-
theoretische Aussage ist nichts anderes als der Struktursatz Satz 12.11 fiir den Hauptidealring
R = KI[X], sofern wir einschen, daf durch die Interpretation als K[X]-Modul aus dem Vek-
torraum V ein endlich erzeugter Torsionsmodul wird. Letzteres haben wir uns zu Beginn des
Beweises von Korollar 12.9 {iberlegt. O
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Wir bezeichnen zu einem Primelement p eines Hauptidealrings R den Restklassenring R/(p)
mit k(p). Der Ring k(p) ist nach Proposition 9.12 ein Korper. Sei M ein R-Modul. Die R-
Modulstruktur auf den Quotienten M [p®]/M [p®~!] ist wohldefiniert modulo (p), weil

pM[p*] € M[p*~'].

Dabher ist M [p®]/M [p®~!] auf natiirliche Weise durch die Multiplikation mit Reprisentanten ein
k(p)-Vektorraum.

Satz 12.12 (Eindeutigkeit). Sei R ein Hauptidealring, und sei M ein endlich erzeugter Torsi-
onsmodul mit einer Zerlegung

M = B R/ )

wie in Satz 12.11. Sei p ein Primelement von R, und sei 8 > 1. Dann gilt:
(1)  Die Anzahl der p-primdren zyklischen Summanden ist

#{4;pi ~ p assoziiert} = dim, ) (M/pM) = dim,,,) (M[p]).
(2)  Die Anzahl der p-primdren zyklischen Summanden mit Exponent 3 ist

#{i; pi ~ p assoziiert, und o; = B} = dim, (M[pﬁ]/M[/pﬁ_l]) — dim, (M[p6+1]/M[pB]).
Insbesondere sind die Anzahl der Summanden und genauer die Anzahl der Summanden mit
Annulator (pP) unabhingig von der gewdhlten Zerlegung.

Beweis. Aus M = M' @ M" folgt pM = pM' @ pM" und M[p°] = M'[p®] & M"[p?]. Da
Quotienten nehmen mit direkten Summen vertraglich ist, und die Dimension eines Vektorraums
additiv auf direkten Summen ist, gelten die Formeln in (1) und (2) fiir M genau dann, wenn sie
fiir M’ und M" gelten. Wir haben also nur den Fall M = R/(p®) mit 3 > 0 zu analysieren (das
entspricht einem einzelnen Jordankistchen). Diesen Fall iiberlassen wir als Ubung. (]

Beispiel 12.13. Viel mehr an Eindeutigkeit 148t sich nicht erwarten. Wir betrachten zu 0 < e € N
den R-Modul M = R/(p) ® R/(p®). Fiir e = 1 handelt es sich um einen k(p)-Vektorraum der
Dimension 2. Eine Zerlegung wie im Struktursatz entspricht der Wahl einer Basis als k(p)-
Vektorraum. Die Mehrdeutigkeit einer Basiswahl wird parametrisiert durch ein Element in
GL2(k(p)), der Basiswechselmatrix.

Sei e > 1. Der Beweis des Struktursatzes lehrt, daf jedes Element mit Annulator (p°) ein
direkter Summand von M ist. Diese sind gegeben durch f € Hom (R/(p®), R/(p)) = r(p) als

My :={(f(x),x) ; = € R/(p°)} C R/(p) ® R/(p°).
Zu My kann man auf vielfache Weise ein Komplement finden. Man muf nur in M[p] = R/(p) &

p° 'R/ (p°) ein Komplement von pM N M |[p] finden. Diese Wahl wird ebenso von einem Element
aus k(p) parametrisiert.

Wir spezialisieren nun den Struktursatz Satz 12.11 auf den Fall R = Z. Moduln unter Z sind
nichts anderes als abelsche Gruppen. Wir behandeln also die Klassifikation endlich erzeugter
abelscher Gruppen. Die Primelemente von Z sind nichts anderes als die Primzahlen (bis auf das
Vorzeichen, das einer Multiplikation mit einer Einheit entspricht).

Satz 12.14 (Struktursatz fiir endliche abelsche Gruppen). FEine endliche abelsche Gruppe ist
eine direkte Summe zyklischer Gruppen.

Genauer: Sei A eine endliche abelsche Gruppe. Dann gibt es (nicht notwendigerweise ver-
schiedene) Primzahlen p; und Exponenten «; > 1 fiiri=1,...,s und einen Isomorphismus

A~ @ Z/p L.
Wie oft und mit welchem FExzponent eine Primzahl auftritt ist unabhdngig von der Zerlegung als
direkte Summe.
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Beweis. Die Existenz folgt aus Satz 12.11, und die Eindeutigkeit aus Satz 12.12 flir den Haupt-
idealring R = Z. U

UBUNGSAUFGABEN zU §12

Ubungsaufgabe 12.1. Zeigen Sie, dak ein endlich erzeugter R-Modul M genau dann ein Torsi-
onsmodul ist, wenn M von Torsionselementen erzeugt wird.

Ubungsaufgabe 12.2. Sei R = 7. Zeigen Sie, daf ein endlich erzeugter Z-Torsionsmodul daselbe
wie eine endliche abelsche Gruppe ist.

Ubungsaufgabe 12.3. Zeigen Sie, da der Z-Modul M = Q/Z ein Torsionsmodul ist, aber fiir
kein Nichtnullteiler a € Z von der Form M a] ist.

Ubungsaufgabe 12.4. Sei dimg (V) = 3 und ¢ : V — V ein Endomorphismus. Zeigen Sie,
dafs in jedem Fall die Jordannormalform bereits durch charakteristisches Polynom x,(X) und
Minimalpolynom m(X) von ¢ bis auf Permutation der Jordanblocke festgelegt ist.

Ubungsaufgabe 12.5. Finden Sie einen K-Vektorraum V und zwei Endomorphismen ¢, 1) €
Endg(V), so daf my(X) = my(X) und xo(X) = xy(X) gilt, aber ¢ und ¢ verschiedene
Jordannormalform haben. Welches ist die kleinste Dimension dimg (V'), in der solche Beispiele
konstruiert werden konnen?
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Teil 4. Gruppenoperationen
13. GEOMETRIE VON (GRUPPENOPERATIONEN

Gruppen werden am besten als Gruppen von Symmetrietransformationen verstanden. Dies
ist die Menge der strukturerhaltenden bijektiven Selbstabbildungen einer Struktur. Der daraus
abstrahierte Begriff ist derjenige der Gruppenoperation auf einer Menge.

13.1. Definition und erste Beispiele.

Definition 13.1. Eine Gruppenoperation (oder Gruppenwirkung, genauer Linksopera-
tionen oder Operation von links) einer Gruppe G auf einer Menge X ist eine Abbildung

GxX—>X
(9:x) — g.x
mit den folgenden Eigenschaften.

(1) Die Verkniipfung ist assoziativ: fiir alle g,h € G und x € X gilt:

g-(h.z) = (gh).z,
wobei die Klammerung die Reihenfolge der Verkniipfung festlegt.
(i)  Das neutrale Element e € G operiert wie die Identitét, d.h. fiir alle z € X gilt:
e.r =x.

Wir nennen X eine G-Menge.

Beispiel 13.2. Es folgen einige natiirliche Beispiele.

(1)  Sei K ein Korper. Die Gruppe GL,,(K) operiert auf K™ vermoge Matrixmultiplikation von
Matrix und Vektor.

(2) Die symmetrische Gruppe operiert auf {1,...,n} qua Definition.

(3) Die ganzen Zahlen Z operieren auf R durch Translation:

ZxR—R
(n,x) —n+x.

(4) Die Gruppe S! operiert auf C ~ R? durch Multiplikation komplexer Zahlen.
(5) Die 3-dimensionale Drehgruppe SO(3) operiert auf der 2-Sphére

1
S? = x2 st tadi4ad=1p CR3
3
Diese Operation wird genauer in der Vorlesung Geometrie behandelt.

(6) Man vergleiche die formale Ahnlichkeit von Definition 13.1 mit der Definition einer Gruppe.
Insbesondere operiert G auf X = G vermoge der Gruppenmultiplikation.

Zum besseren Verstdndnis, wie man iiber eine Gruppenoperation denken soll, beweisen wir die
folgende Proposition. Deren Gehalt besagt, dafs die Operation einer Gruppe G auf einer Menge
X bedeutet, dak jedes g € G zu einer Symmetrie von X gehort, die homomorph von g abhéngt.
Proposition 13.3. Sei G eine Gruppe und X eine Menge.

(1) Sei G x X — X eine Gruppenoperation. Dann ist zu jedem g € G die Abbildung

Py X = X, Ye(z) = g2

eine Bijektion. Die Zuordnung g — 14 ist ein Gruppenhomomorphismus G — Aut(X),
wobei Aut(X) die Gruppe der bijektiven Abbildungen X — X bezeichnet.
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(2) Seip:G— Aut(X) ein Gruppenhomomorphismus. Durch
g.x:=p(g)(x) firalegeG undxe X
wird eine Gruppenoperation G x X — X definiert.

Die Konstruktionen in (1) und (2) sind invers zueinander.

Beweis. (1) Die Assoziativitidt der Gruppenoperation besagt gerade, dak fiir alle g,h € G und
r e X gilt
Ygn () = (gh).x = g.(h.x) = g(Pn(2)) = (g © Pn) ().
WEeil das neutrale Element e € G wie die Identitét operiert, gilt fiir alle x € X
Ye(x) = ex = x,

also ¥, = id. Aus beiden Uberlegungen folgt, daff g1 das Inverse zu 1, ist, und auch, daf die
Zuordnung g — 1,4 ein Gruppenhomomorphismus ist.
(2) Die Homomorphie von p zeigt fiir alle g,h € G und 2 € X

(gh).x = p(gh)(x) = (p(g) © p(h))(x) = p(g)(p(h)(x)) = g.(h.x).
Aus p(e) = id folgt e.x = p(e)(x) = id(z) = = fiir alle x € X.
Offensichtlich sind die Konstruktionen in (1) und (2) zueinander invers. O

Definition 13.4. Sei G eine Gruppe. Eine G-aAquivariante Abbildung von G-Mengen ist eine
Abbildung f : X — Y von G-Mengen X und Y, so dak fiir alle z € X und g € G gilt

flgx) = g.f (x).

Beispiel 13.5. In diesem Beispiel ist G’ die Gruppe {£1} und die Operation ist auf einer Gruppe
X:zue € {£1} und x € X (eine Gruppe!) sei

e.x = x°.

Damit ist jeder Gruppenhomomorphismus f : X — Y eine {£1}-dquivariante Abbildung, denn
fir alle x € X und ¢ € {£1} gilt

f@®) = fx)°.

13.2. Stabilisator und Orbit. Die Begriffe Stabilisator und Orbit beschreiben das Verhalten
eines Elements der Menge, auf der eine Gruppe operiert.

Satz—Definition 13.6. Sei G x X — X eine Operation der Gruppe G auf der Menge X. Der
Stabilisator ecines Elements x € X ist die Untergruppe

Gy = Stabg(z) :={9€ G; g =2} CG.

Beweis. Wir miissen zeigen, daf G, eine Untergruppe ist. Wegen e.xz = x ist e € G, und somit
G, nicht leer. Mit u,v € G, ist

(uv).z = u.(v.x) = u.xr = x,
also auch wv € G, und
u o =ut(ur) = (utu).e =ex =z,
also auch u~! € G,. Wir schlieen aus Proposition 2.7, daf G, C G eine Untergruppe ist. [

Beispiel 13.7. (1) Der Stabilisator von e; € K™ unter der Operation von G L,,(K) besteht aus
allen Matrizen A € GL,(K) mit Ae; = e, also allen Matrizen der Blockform

=0 5)

mit B € GLnfl(K)
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(2) Der Stabilisator Stabg, (z) des Elements z fiir die definierende Operation von S, auf
X ={1,...,n} besteht aus den Permutationen o € S, mit o(z) = z. Ein solches ¢ wird
eindeutig durch seine Einschrankung auf X \ {z} bestimmt. Wir benutzen eine Bijektion

o:{l,...,o—1Lz+1,...,n} 5 {1,2,...,n—1}

. 7 fiir 7 < z,
p(i) = {

1—1 fir¢>x.

etwa

Als Ubungsaufgabe iiberzeugen Sie sich, daf die Abbildung
Stabg, (z) = Sp—1, o poa|x\,y0 o !

wohldefiniert, ein Gruppenhomomorphismus und bijektiv, also ein Isomorphismus ist. Der
Stabilisator ist isomorph zu S,_1. Am einfachsten sieht man dies im Fall x = n: der
Stabilisator von n besteht aus den Permutationen von {1,...,n — 1}, also S,_1. Diese
Version des Beispiels haben wir bereits in Beispiel 4.3 benutzt.

(3) Die Operation von G = S auf C hat fiir alle z € C mit z # 0 trivialen Stabilisator, also
G. = {1}. Hingegen wird z = 0 von jedem Element von S! fixiert: Gy = S'.
Beispiel 13.8 (Obere Dreiecksmatrizen). Sei K ein Korper und n € N. Wir definieren'?

B, (K) C GL,(K)

als die Menge der oberen Dreiecksmatrizen

0
0O ... 0 =«

wobei die Eintrage auf der Diagonalen aus K* und die iibrigen *-Eintréige beliebig aus K sind.

Am besten verifiziert man, daf B, (K) eine Untergruppe ist, indem man die folgende Charak-
terisierung verwendet. Man betrachte die vollstdndige Fahne in K™, also die aufsteigende Folge
von K-Untervektorrdumen

O:WOCW1C...CW7L_1CW7L:K”,
wobel fir 0 <7< n

W; = : ; ;=0 fiiralle j >4 p C K",
Tn
Dann gilt fiir A € GL,,(K) nédmlich A € B,,(K) genau dann, wenn fiir alle ¢ = 0, ..., n gilt
AW; = W;.

Sei VF,,(K) die Menge der vollstandigen Fahnen fiir K. Ein linearer Automorphismus von
K™ transportiert eine vollstdndige Fahne in K™ wieder in eine vollstdndige Fahne (Inklusion und
Dimension von Unterrdumen bleiben erhalten). Klarerweise erhalten wir eine Operation

GL,(K) x VE,(K) = VF,(K)
von GL,(K) auf der Menge der vollstdndigen Fahnen von K™. Der Stabilisator der Fahne der

W ist nichts anderes als B, (K), was damit eine Untergruppe ist.

12pie Notation B, (K) wurde gewdhlt, um dem Begriff der Borel’schen Untergruppe linearer algebraischer
Gruppen Geniige zu tun, dessen prominentestes Beispiel B(K) ist.
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Der Fahnensatz der linearen Algebra (iiber die Existenz von vollstdndigen Fahnen bestehend
aus invarianten Unterrdumen) beschreibt die Vereinigung der Stabilisatoren aller vollstdndigen
Fahnen als Menge der Matrizen A € GL,(K) mit tiber K zerfallendem Minimalpolynom.

Definition 13.9. Sei G x X — X eine Operation der Gruppe G auf der Menge X.
(1) Die Bahn (oder Orbit, oder G-Orbit) eines Elements = € X ist die Teilmenge

Gr={ye X ; esgibt g € G mit y = g.x}.

(2) Der Bahnenraum (oder Orbitraum, oder Raum der Orbits) der Gruppenoperation
ist die Menge

G\X ={B; BC X und es gibt ein z € X mit B = G.z}
von Teilmengen von X.

Beispiel 13.10. (1) Die Bahnen der S'-Operation auf C durch Multiplikation sind genau die
Kreise
{2€C; |zl =r}
fir r € R, r > 0, und der ,degenerierte Kreis‘ mit » = 0: die Menge {0}. Der Orbitraum
ist durch den Parameter r bijektiv zur Menge R>q der reellen Zahlen > 0.
(2) Die Bahnen der Translation von Z auf R werden durch den Nachkommaanteil parametri-
siert, etwa durch ein Element des halboffenen Intervalls [0, 1).
(3) Sei K ein Korper und sei n € N. Die Operation von GL,,(K) auf K™ durch Matrixmulti-
plikation hat zwei Bahnen, ndmlich 0 und K™ \ {0}.
Fiir jedes A € GL,(K) ist A0 = 0. Also besteht der Orbit des Nullvektors nur aus dem
Nullvektor.
Wir berechnen nun die Bahn eines beliebigen v € K™ \ {0}. Es gilt nie Av = 0, weil
A invertierbar ist. Sei w € K™\ {0} ein weitere beliebiger Vektor. Nach dem Basisergéin-
zungssatz gibt es Basen

(v1 =v,v2,...,0) (w1 = w,wa, ..., wy)
von K". Die Lineare Abbildung K™ — K", welche v; — w; abbildet, wird durch Multipli-
kation mit einer invertierbare Matrix A beschrieben. Es gilt dann
Av = w,

somit besteht die Bahn von v aus ganz K™\ {0}.

Satz 13.11 (Bahnenzerlegung). Sei G eine Gruppe, die auf der Menge X operiert.
(1)  Die Relation
x~y < esgibteinge Gmite=g.y
ist eine Aquivalenzrelation ~ auf X .

(2)  Die Aquivalenzklassen von ~ sind die Orbits der Operation von G auf X.
(3) Je zwei G-Orbits in X sind entweder disjunkt oder identisch.

Beweis. (1) Wir miissen zeigen, daft ~ reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.
o reflexiv: fiir alle z € X gilt e.x =  mit dem neutralen Element e € G.
e symmetrisch: wenn x ~ y fiir z,y € X, dann gibt es g € G mit z = g.y. Daraus folgt

g la=g"(gy) =g 9 y=cy=y,

und das zeigt y ~ x.
e transitiv: wenn x ~ y und y ~ z fiir x,y,z € X, dann gibt es g,h € G mit x = ¢g.y und
y = h.z. Daraus folgt x = g.y = g.(h.z) = (gh).z, also x ~ z.

Aussage (2) ist trivial, und (3) ist eine allgemeine Eigenschaft von Aquivalenzklassen. O
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Beispiel 13.12. Sei n € N und sei K ein Korper. Die multiplikative Gruppe K* = K \ {0}
operiert durch Skalarmultiplikation auf K"*!. Die Bahn von 0 # v € K"+ ist
KXv={w; xe K*} = (v)k \ {0}

= die Vektoren auf der Ursprungsgerade durch v ohne 0.
Die Bahn von 0 besteht nur aus der 0. Die eingeschrinkte Operation
KX (K™ {0}) — K™\ {0}
(A v) = M

ist wohldefiniert, denn A\v = 0 <= A\ = 0 oder v = 0, und alle Stabilisatoren sind trivial. Der
zugehorige Bahnenraum

PY(K) = Kx\(K"“ \ {0})

wird der projektive Raum der Dimension n iiber dem Korper K genannt. Die Punkte von
P"(K) interpretiert man als die eindimensionalen Unterrdume von K™*! die Ursprungsgeraden.
Die Bahn des Vektors

o

Tn
bezeichnet man mit
[Zo 1 ... zp]
und nennt die z; homogene Koordinaten (die nur bis auf Skalieren mit A bestimmt sind).
Fiir n = 1 hat man die folgende Parametrisierung von P!(K):
K U{oo} = PHK)
te K —[t:1]
oo+ [1:0].
Definition 13.13. Sei G x X — X eine Gruppenoperation auf einer Menge X, und sei e € G
das neutrale Element.

(1) Die Operation heifit transitiv, wenn es nur eine Bahn gibt: fir alle z,y € X existiert
g € Gmit gx =y.

(2) Die Operation heifit frei, wenn fiir alle z € X der Stabilisator G = {e} die triviale Gruppe
ist: aus g.x = x fiir ein x € X und g € G folgt g = e.

(3) Die Operation heift treu, wenn fiir alle g € G, g # e ein x € X existiert mit g.z # x.

Bemerkung 13.14. Die Bahnen B C X einer G-Operation auf der Menge X sind genau diejenigen
Teilmengen, auf denen durch Einschrénkung eine transitive G-Operation gegeben ist.

13.3. Die Bahnenformel und Anwendungen. Bahn und Stabilisator sind nicht unabhéingig:
wenn viele Gruppenelemente nichts tun, dann kann die Bahn nicht mehr so lang werden.

Satz 13.15 (Bahnenformel oder Orbit-Stabilisatorformel). Sei G eine Gruppe und
GxX—=X

eine Operation auf einer Menge X .

(1) Seix € X ein Element. Die Gruppe G hat endliche Ordnung |G| genau dann, wenn |G|
und |G.z| endlich sind, und dann gilt die Orbit—Stabilisatorformel

Gl = |Ga] - |G al.
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(2) Sind X und G endlich, so gilt die Bilanzgleichung

x= 9l

wobei die Summe tber die Bahnen jeweils die Wahl eines Elements x(B) € B aus der

Bahn B bendtigt (aber der Summand ‘G‘G(B)‘

Beweis. (1) Die Abbildung f : G — X definiert durch
flg) =g
hat per Definition als Bild die Bahn G.xz von z. Die Faser (Urbild) von f in y ist
) ={9€G; gr=y},

also speziell f~1(z) = G, ist der Stabilisator von z.
Zu jedem y € f(G) = G.x gibt es ein g € f~!(y) und mit diesem ist die Multiplikation mit g
eine bijektive Abbildung

davon unabhdngig ist).

g Gy — f_l(y)
h +— gh.

e In der Tat, fir h € G, ist (gh).z = g.(h.x) = g.x =y, also die Abbildung wohldefiniert.

e Wenn fiir h, b/ € G, gilt gh = gh’, dann folgt aus Multiplikation mit g—! von links schon
h = h'. Dies zeigt die Injektivitit.

e Zur Surjektivitit nehmen wir k € f~!(y) und rechnen (e ist das neutrale Element in G)

(k) =gt (kr)=gly=9g"(g2) = (g7 g)x =cx =2
Daher ist h = g~ 'k € G, und gh = g(g~'k) = k.

Die Inklusion G, CG und die Surjektion f : G — G.x zeigen, daf mit |G| auch |G| und |G.z|
endlich sind.

Umgekehrt, wenn |G| und |G.z| endlich sind, dann ist G durch die endlich vielen f~!(y) mit
y € G.x iiberdeckt, und jede dieser Mengen f~!(y) ist selbst endlich, da in Bijektion mit G,.
Daher ist G dann auch endlich. Genauer folgt dann

Gl = > 1 W= D |Gl = |G| - |Ga. (13.1)
yeG.x yeG.x

Fiir Aussage (2) zerlegen wir X nach Satz 13.11 disjunkt in Bahnen und berechnen nach (1)
die Grofe einer jeden Bahn:

X=X B= Y 2

BEG\X BGG\X’ 2(B)|
Der Summand zu B ist von der Wahl des Elements z(B) € B unabhéngig, weil der Quotient
nach (1) gerade gleich |B] ist. O

Korollar 13.16. Wenn eine endliche Gruppe G auf einer Menge X operiert, dann sind die
Ordnungen der Stabilisatoren und die Linge der Orbits Teiler der Gruppenordnung.

Beweis. Das folgt sofort aus Satz 13.15. U

Anwendung 13.17. Sei n > 1 eine natiirliche Zahl und A, ein regelméfiges n-Eck. Die Die-
dergruppe D,, ist definiert als die Automorphismengruppe von A,,, also derjenigen Selbstab-
bildungen, die Ecken auf Ecken und Kanten auf Kanten abbilden. Dies ist eine Gruppe mit
Komposition von Abbildungen als Verkniipfung, sieche Abbildung 1.
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dbs
ds

ABBILDUNG 1. Geometrie der Diedergruppe D7.

Die Gruppe D,, ist zusammen mit einer Operation auf A,, definiert. Dies induziert eine Ope-
ration auf den Ecken von A,. Die Drehung um den Winkel 27” beschreibt ein Element

d € Dy,

Durch Anwendung von Potenzen von d sehen wir, dafs D,, transitiv auf der Menge der Ecken

operiert. Der Stabilisator einer Ecke v (Vertex, daher v) besteht nur noch aus der Identitat und

der Spiegelung s an der Geraden durch den Mittelpunkt von A, und der gegebenen Ecke v.
Aus der Bahnenformel folgt nun

|D,,| = |alle Ecken| - |Stabilisator einer Ecke| = 2n.

Genauer kann man aus dieser Uberlegung (und dem Beweis der Bahnenformel folgern), daf D,
aus den 2n-Elementen

D, ={1,d,d%,...,d" " s ds,d®s,...,d" s}
besteht. Damit wird D, von d und s erzeugt.

Bemerkung 13.18. Fiir die folgenden Anwendungen sei F ein endlicher Kérper mit ¢ Elementen.
Solche gibt es, etwa fiir jede Primzahl p den Korper ), mit p Elementen, der aus den Restklassen
Z/pZ mit der von Z geerbten Addition und Multiplikation besteht, vgl. Lineare Algebra 1. In
der Vorlesung Algebra lernt man, daf ¢ eine Primzahlpotenz sein mufs und daf es fiir jede
Primzahlpotenz ¢ bis auf Isomorphie genau einen Koérper mit ¢ Elementen gibt.

Anwendung 13.19. Sei IF ein endlicher Korper aus ¢ Elementen. Dann hat P"(IF) die Méachtigkeit

qn+1 -1
PN = 1 =" +q"+. g+
In der Tat handelt es sich um den Orbitraum der Gruppe F* der Ordnung ¢ — 1 auf der Menge
F+1\ {0} der Méchtigkeit ¢"*'—1. Da alle Stabilisatoren trivial sind, folgt aus der Bahnenformel,
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daf alle Orbits die gleiche Grofse ¢ — 1 haben und

B (F)| = |\ (" V0D =

|Fn+1 \ {0}| _ qn+1 -1
[FX] -1

Anwendung 13.20. Sei F ein endlicher Kérper mit ¢ Elementen. Wir bestimmen die Ordnung
von GL,(F) mittels der Operation auf der Menge der vollstdndigen Fahnen VF,(F). Aus der
Linearen Algebra 1 wissen wir, daf jede vollstdndige Fahne

We: 0=WpCWC...CW,=F"
mittels einer Basis (v1,...,v,) von F" durch
Wi = (v1,...,0)F
beschrieben werden kann. Sei 0 =V, C V3 C ... CV,, = F" mit
Vi=(e1,...,e)F
die Standardfahne. Die Matrix
A=v1,...,0]
mit den Basisvektoren v; als Spalten ist in GL, (F) und
AV, = Aley,...,e)r = (Aer, ..., Aej)r = (v1,...,v)F = W,.
Dies zeigt, daf die Operation von GL,(F) auf VF,(F) transitiv ist. Aus Satz 13.15 folgt
GLA(F)| = [Bn(F)| - [VE(F)].

Die Borelsche Untergruppe B, (F) enthélt alle invertierbaren oberen Dreiecksmatrizen. Die
Diagonaleintrage sind beliebig aus F* und die Eintrage oberhalb der Diagonale beliebig aus F.
Daher gilt

|Bu(F)| = (q —1)" - q"" V72,

Es bleibt, die Anzahl der vollsténdigen Fahnen in F™ zu bestimmen. Dies gelingt induktiv
nach n. Der eindimensionale Raum Wj einer Fahne W, in F™ ist ein Punkt

Wy € P H(F).

Jeder solche Unterraum Wj kann genau durch die Urbilder von vollstdndigen Fahnen im Fak-
torraum F" /Wy ~ F"~! zu einer vollstindigen Fahne von F” ergéinzt werden. Daher gilt

[VEL(F)| = [P"~H(F)| - [VF,—1(F)],

und somit per Induktion, Anwendung 13.19 und |VF(F)| =1

n—1 n—1 qu _1 n qm _1
VW) = [VE ) [T EmE) = [ & =[] 2
m=1 m=1 q m=1 q
Daraus resultiert die folgende Formel fiir die Ordnung von GL,,(FF):
n m_q
QLA ()] = (¢ — )" "V T
m=1 . 1
n n n—1

= q=m=1 ) T (@ =) = [[ " ™™ =) =[] (@" = ¢™.
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13.4. Operationen und die symmetrische Gruppe. Die symmetrische Gruppe ist aus der
Linearen Algebra bekannt, wo sie eine Rolle bei der Theorie der Determinante spielt.

Definition 13.21. Sei n > 1 eine natiirliche Zahl. Die symmetrische Gruppe S, auf n
Elementen ist die Gruppe der Automorphismen der Menge {1,...,n}:

Sp={c:{1,...,n} = {1,...,n}; o ist eine Bijektion}.
Die Gruppenverkniipfung von S, ist die Komposition von Bijektionen.
Bemerkung 13.22. Ein o € S,, kann durch eine Wertetabelle
1 2 3 . n—1 n
7= (0(1) o(2) o(3) ... o(n—1) 0(n)>

notiert werden. Wenn wir nur die Zeile der Werte betrachten, dann beschreiben wir ¢ als Per-

mutation der Menge von n Elementen {1,...,n}

o(1), 0(2), 03), ..., aln—1), a(n).
Als Permutation bezeichnen wir dabei eine Anordnung einer geordneten Menge, hier 1,...,n.
Die Gruppe S,, wird daher auch als Gruppe der Permutationen von 1,...,n angesprochen.

Bemerkung 13.23. Sei G x X — X eine Gruppenoperation. Fiir jedes g € G definiert

T g.x

eine Abbildung X — X. Dies ist eine Permutation der Elemente von X, denn x — ¢~ .z ist die

Umkehrabbildung. Mit dieser Konstruktion haben wir in Proposition 13.3 aus einer Gruppen-
operation einen Gruppenhomomorphismus

p:G— Aut(X)

iibersetzt. Im Spezialfall X = {x1,...,z,} einer Menge von n Elementen beschreiben wir Au-
tomorphismen von X durch die entsprechende Permutation der Indexmenge, d.h., p: G — S,
mit

qg.xr; = $p(g)(i) (13.2)
fir alle 1 <7 <mn und g € G. Proposition 13.3 besagt in diesem Fall, daf die Formel (13.2) zu
einer Bijektion fiihrt:

{p: G — S, ; Gruppenhomomorphismus} <~ {Operation von G auf {1,...,n}}.

Beispiel 13.24. Die 3er-Wiirfelgruppe %5 operiert natiirlich auf der Menge der Eckwiirfel des Ru-
bik’s Cube. In Beispiel 4.23 haben wir daraus auf einen Gruppenhomomorphismus og : %3 — Sy
geschlossen. Analog operiert %5 natiirlich auf der Menge der Kantenwiirfel des Rubik’s Cube,
woraus wir einen Gruppenhomomorphismus o : #Z3 — Si2 erhalten haben. Beide Gruppenho-
momorphismen sind Beispiele fiir die Konstruktion aus Bemerkung 13.23.

Beispiel 13.25. Sei T die Gruppe der Symmetrien eines Tetraeders, die volle Tetraedergruppe.
Per Definition operiert T auf der Menge der Ecken des Tetraeders. Wir beschriften die Ecken
mit 1,2,3 und 4. Jede Symmetrie induziert eine Permutation der Ecken. Die dadurch definierte
Abbildung
p:T — Sy

ist ein konkretes Beispiel fiir die Konstruktion aus Bemerkung 13.23, also ein Gruppenhomo-
morphismus. Wir zeigen, daf p ein Isomorphismus der Tetraedergruppe T' mit Sy ist.

Die Symmetrien des Tetraeders sind durch ihre Wirkung auf den Ecken eindeutig bestimmt:
wenn p(g) = id, dann ist g = id. Damit ist ker(p) = {id}, und p ist injektiv nach Proposition 2.14.

Andererseits gibt es die folgenden Elemente: Fiir jedes Paar von Ecken

P,Qe{l,...,4}
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betrachten wir die Spiegelung spg an der Ebene E durch die anderen beiden Ecken und den
Mittelpunkt der Kante zwischen P und Q. Diese Spiegelung induziert die Transposition

p(sp) = (P, Q).
Damit enthélt im(p) alle Transpositionen von Ss. Die Transpositionen erzeugen S4, und damit
ist p surjektiv, also sogar ein Isomorphismus.

&

\\‘
\‘ Q
ABBILDUNG 2. Transposition in der Tetraedergruppe.

Die Untergruppen von Z haben wir in Satz 2.8 mit einer iibersichtlichen Antwort bestimmt.
Die entsprechende Frage fiir S,, mit n € N beliebig hat keine einfache Antwort, wie der folgende
Satz von Cayley zeigt.

Satz 13.26 (Satz von Cayley). Jede Gruppe der Ordnung n ist isomorph zu einer Untergruppe
der symmetrischen Gruppe Sy,.

Beweis. Wir nummerieren die Elemente von G als G = {gi, ..., g, }. Die Translationsoperation
von G auf sich selbst iibersetzt Bemerkung 13.23 in einen Gruppenhomomorphismus

p:G—= S,

Wir miissen zeigen, dafs p injektiv ist. Dann ist p ein Isomorphismus auf das Bild im(p) C S,.
Es gilt g € ker(p) genau dann, wenn fiir alle € G gilt gz = x. Speziell fir x = 1 folgt g = 1.
Nach Proposition 2.14 ist daher p injektiv. O

UBUNGSAUFGABEN ZU §13

Ubungsaufgabe 13.1. Sei G eine Gruppe und X eine Menge mit einer G-Operation auf X.
Zeigen Sie, dafs die Bahnen B C X genau diejenigen Teilmengen von X sind, auf denen die
G-Operation zu einer transitiven G-Operation G x B — B einschrankt.
Ubungsaufgabe 13.2. Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung |G| = 2n mit n € Z. Zeigen Sie
die folgenden Aussagen:
(1) Es gibt ein g € G verschieden von 1 mit g? = 1.
(2) Fiir alle g € G gibt es ein h # ¢! mit hgh = g~ 1.
Tipp: Verwenden Sie die Bahnenformel fiir die Abbildung g — ¢~', die man als Operation

der Gruppe {£1} auf G verstehen kann. Formulieren Sie, was es fiir ein Element bedeutet, wenn
sein Orbit die Lange 1 hat.

Ubungsaufgabe 13.3. Bestimmen Sie die Orbits der Operation von GL,(K) auf K™ durch Ma-
trixmultiplikation.
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Ubungsaufgabe 13.4. Sei M eine Menge und f : M — M eine Involution, d.h. es gilt fo f = idy;.

(1) Konstruieren Sie eine Gruppenoperation von Z/27 auf M, bei der fir alle z € M gilt:
1].x = f(x).

(2) Sei nun M eine endliche Menge und f habe genau einen Fixpunkt. Zeigen Sie, dak M
ungerade viele Elemente hat.

(3)  Gilt auch die Umkehrung von (b)? Was kann man iiber die Fixpunkte von f sagen, wenn
# M ungerade ist?

Ubungsaufgabe 13.5. Die Elemente von P*(K) sind Geraden L = Kv C K™t fiir 0 # v € K™+
Fiir eine Matrix A € GLj,4+1(K) ist
AL ={Aw ; we L}
ebenfalls eine Gerade in K™, Zeigen Sie, daf
GLp4+1(K) x P*(K) — P*(K)
(A, L) — AL
eine Operation von GLy41(K) auf P*(K) definiert.
Ubungsaufgabe 13.6. In dieser Aufgabe analysieren wir die Operation von G = GLy(K) auf

P!(K) aus Aufgabe 13.5.
(1)  Beschreiben Sie den Stabilisator G, eines geschickt gewithlten Punktes = € P1(K).
(2) Bestimmen Sie fiir zwei verschiedene (geschickt gewihlte) Punkte x,y € P1(K) den Sta-
bilisator des Paares (z,y):
Gry={9€G; gx=xund gy =y}
Zeigen Sie, dak G, , = G, NGy gilt.
(3) Bestimmen Sie den Stabilisator des ungeordneten Paares {z,y}, also

Glayy ={9€G: {929y} = {z.y}},
fiir die in (2) gewédhlten Punkte z,y.

Ubungsaufgabe 13.7. Sei G eine Gruppe, G # 1. Zeigen Sie, dak die Abbildung Z x G — G
gegeben fiir n € Z und g € G durch (n, g) — g" keine Gruppenoperation ist.

Ubungsaufgabe 13.8. Sei G eine Gruppe und X eine G-Menge. Wir definieren durch

(z,9) =g "x

eine Abbildung X x G — X. Zeigen Sie, daf dies eine Rechtsoperation von G auf X definiert,
und zeigen Sie so, daft man jede Linksoperation in eine Rechtsoperation iibersetzen kann (und
analog umgekehrt).

Ubungsaufgabe 13.9. Seien U; < G fiir i = 1,...,r Untergruppen von endlichem Index in der
Gruppe G. Zeigen Sie, daf die Untergruppe U = ();_; U; auch von endlichem Index ist, genauer

(G:U) < ﬁ(a L Us).
=1

Ubungsaufgabe 13.10. Sei G eine Gruppe. Zeigen Sie durch konkrete Rechnung die Axiome einer
Aquivalenzrelation fiir die Konjugationsrelation

a~b <= es gibt ein g € G mit b = gag™'.
Ubungsaufgabe 13.11. Beschreiben Sie analog zum Beispiel 14.13 die Rechtsnebenklassen

B\GL2(K)7
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wobei B die Untergruppe der oberen Dreiecksmatrizen ist:

Az
B_{(O M),A,M,xeK,)\,M#O}

Ubungsaufgabe 13.12. Sei G (bzw. H) eine Gruppe, die auf einer Menge X von links (bzw. von
rechts) operiert. Die Operation von H sei frei und transitiv, und beide Operationen ‘kommutie-
ren’ (sagt man, sind assoziativ wére besser): fiir alle g € G, z € X und h € H gilt

g.(x.h) = (g.x).h.
Nach Wahl von y € X gibt es einen eindeutigen Gruppenhomomorphismus
v:G—H
mit der Eigenschaft
9.y = y-(¢(9))-
Wie éndert sich ¢, wenn man ein anderes Element y € X wahlt?

Ubungsaufgabe 13.13. Sei ¢ : G — Aut(G) der Gruppenhomomorphismus mit

p(g) = ¢g = (h > ghg™).
Zeigen Sie, dafs das Bild von ¢ ein Normalteiler in Aut(G) ist.

Ubungsaufgabe 13.14. Zeigen Sie, da® die Diedergruppe D3 und die symmetrische Gruppe Ss
isomorph sind.
Tipp: finden Sie eine Operation von D3 auf einer 3-elementigen Menge.

Ubungsaufgabe 13.15. Wir lassen die Gruppe Sg mittels Permutationsmatrizen auf V = (Fo)6
operieren und erhalten einen Gruppenhomomorphismus Sg — GLg(F2). Wir setzen v = (1,...,1)
und definieren v+ als Orthogonalraum beziiglich der Standardbilinearform auf V. Zeigen Sie:

(1) Esgilt
(0) C (v) cot c V.

(2) Die Unterrdume (v) und v werden von Sg jeweils in sich iiberfiihrt.
(3) In einer geeigneten Basis unabhingig von o € Sg haben die Permutationsmatrizen in

GLg(F2) die Blockform

1 * *
0 A(o) =
0 0 1

mit A(o) € GL4(Fa).
(4) Die Zuordung p : S¢ — GL4(F2) gegeben durch o — A(o) ist ein Gruppenhomomorphis-
mus.

14. OPERATIONEN VON GRUPPEN AUF GRUPPEN

Bemerkung 14.1. Man kann auch analog eine Operation von rechts definieren als eine Abbil-
dung

XxG—>X,
(z,9) = z.g

mit den entsprechenden Eigenschaften. Man kann zwischen Links- und Rechtsoperationen tiber-
setzen, indem man ein ,Vorzeichen spendiert® siehe Aufgabe 13.8.
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14.1. Translation. Im Folgenden verwenden wir Gruppenoperationen zum abstrakten Studium
von Gruppen. Das erste gruppentheoretische Beispiel einer Operationen ist die Translationsope-
ration einer Untergruppe.

Definition 14.2. Sei U C G eine Untergruppe.

(1) Die Untergruppe U operiert auf G von links durch Translation (von links, oder Links-
translation) wie folgt:

UxG—G
(u, g) — ug.
(2) Die Untergruppe U operiert auf G von rechts durch Translation wie folgt:
GxU—=G
(g, u) = gu.

Die Eigenschaften einer Operation erfiillen die Translationsoperationen offensichtlich.

Bemerkung 14.3. Die Orbits der Translationsoperation von links sind genau die Rechtsneben-
klassen in G in Bezug auf U

Ug={he€G; esgibteinuecUmith=ug}.
Die Orbits der Translationsoperation von rechts sind genau die Linksnebenklassen in G in

Bezug auf U
gU ={h € G ; esgibt ein u € U mit h = gu}.

Beispiel 14.4. Die Bahn des neutralen Elements e € G unter der Translation mit der Untergruppe
U (von links oder rechts!) ist gerade U selbst.

Lemma 14.5. Die Translationsoperation einer Untergruppe ist frei.

Beweis. Sei u € U im Stabilisator von g € G beziiglich der Operation durch Linkstranslation
der Untergruppe U der Gruppe G (fiir die Rechtstranslation geht der Beweis analog). Dann gilt
ug =49,

1 von rechts wird daraus u = e, das neutrale Element in G. O

und nach Multiplikation mit g~

Bemerkung 14.6. Jetzt erhalten wir einen natiirlichen Beweis des Satzes von Lagrange, Satz 4.12.
Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe. Da die Translationsoperation von U auf G frei ist,
haben alle Bahnen B € U\G nach Satz 13.15 (1) die Méchtigkeit |B| = |U|. Die Bilanzgleichung
aus Satz 13.15 (2) liefert nun
Gl= Y [BI=|U\G|-|U|=(G:U)- U]
BeU\G

Beispiel 14.7. Wir betrachten als Beispiel die Diedergruppe D,, erzeugt von einer Drehung d um
27 /n und einer Spiegelung s. Als Untergruppe nehmen wir zunéchst U = (d). Dann gibt es die
zwei Rechtsnebenklassen

U=Ue={1,d,d*...,d" '},
Us = {s,ds,d’s,...,d" 's}.

Man mache sich klar, daf jedes Element in Us eine Spiegelung des regelméfigen n-Ecks ist, und
damit die Ordnung 2 hat. Dazu berechnet man, dafs in D,

sds = d ™!
gilt. Damit ist fiir alle ¢ > 0 (und dann auch fiir alle i € Z)
sd' = (sds)...(sds)s =d ‘s =d"'s.
N————

i-mal
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Daraus folgt
(5d")? = sd'(sd") = sd'd ‘s = ss = 1.

Beziiglich der Untergruppe V = (s) gibt es n Rechtsnebenklassen, fiir jedes 0 < i < n —1

eine:
Vd = {d' sd'} = {d',d""s}.
Wir beobachten, dak zwar
Us = sU,
aber fiir 4 € Z im Allgemeinen gilt:
{di,sd" = d"'s} = Vd' #d'V = {d',d's}.

Beispiel 14.8. (1) In der Notation von Beispiel 14.7 hat die Untergruppe (d) C D,, den Index
2 und (s) C D,, den Index n.

(2) Die alternierende Gruppe A, der geraden Permutationen ist eine Untergruppe der sym-
metrischen Gruppe S,, vom Index 2. Die Bahnen oA, fir o € S, sind die Teilmengen von
Sy mit konstantem Signum.

Beispiel 14.9. Sei U eine Untergruppe von G. Auf dem Raum der Linksnebenklassen von U
operiert G durch Translation von links:

GxG/U—G/U
(g,2U) — gaU.

Nur fir die Wohldefiniertheit muf man kurz iiberlegen: wenn xzU = yU fiir x,y € G, dann ist
fiir alle g € G:

9-(@U) = gaU = g(aU) = g(yU) = g.(yU).
Diese Operation ist offensichtlich transitiv und der Stabilisator der Nebenklasse 1U = U ist

{9€G; gU=U}=U.

Satz 14.10. Sei U eine Untergruppe der Gruppe G. Wenn G transitiv auf einer Menge X
operiert und U = G, der Stabilisator eines Elements x € X ist, dann gibt es eine Bijektion von
G-Mengen

G/U = X,

die den Bahnenraum der (Rechts-)Translationsoperation durch U mit X identifiziert. Insbeson-
dere gilt:
(G:U) =[X],
sofern eine der beiden Griffen endlich ist.
Beweis. Wir betrachten die Abbildung f : G/U — X definiert durch
f(gU) =g.x
Die Abbildung f ist wohldefiniert: zu g, h € G mit gU = hU gibt es v € U mit g = hu und
f(RU) = h.x = h.(u.x) = (hu).x = g.x = f(gU).

Die Abbildung ist surjektiv, weil die Operation auf X transitiv ist. Und die Abbildung ist
injektiv, weil aus g.x = h.z bereits (e ist das neutrale Element in G)

(htg)z=h"1(g2) =~ (ha)= (A 'h)x=ecx =12,

also h~!g € U und damit (nach Multiplikation mit h) auch g € hU also gU = hU folgt.
Aufserdem ist f mit den G-Operationen auf beiden Seiten vertréglich: fiir alle g, h € G gilt

f(g.(hU)) = f(ghU) = (gh).x = g.(h.x) = g.f(RU). u
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Bemerkung 14.11. Die Beweise von Satz 14.10 und der Bahnenformel aus Satz 13.15 sind sehr
dghnlich. Die Abbildung G — X aus dem Beweis von Satz 13.15 ist die Komposition von G —
G/U, g — gU mit der Abbildung f : G/U — X aus dem Beweis von Satz 14.10. Im Gegensatz
zur Bahnenformel braucht man aber fiir Satz 14.10 nicht, dat G eine endliche Gruppe ist. Nur
X und (G : U) sollten endlich sein, damit ein niitzlicher Anzahlvergleich besteht.

Ist dariiberhinaus |G| endlich, so zeigt die Bahnenformel Satz 13.15 (1) angewandt auf die
Linkstranslation von G auf G/U, daf

(G:U) =|G/U| =|G|/|U].
Dies liefert einen weiteren natiirlichen Beweis des Satzes von Lagrange, Satz 4.12.

Beispiel 14.12. Die Zerlegung als Produkt disjunkter Zykel fiir Elemente in S,, kann man aus
Eigenschaften von Gruppenoperationen beweisen. Sei o € S,,. Wir definieren die folgende Ope-
ration der Gruppe Z durch Potenzen von o:

ZxA{1l,...,n} = {1,...,n}
(myi) — o™ (i).
Dies ist im Prinzip die Einschrinkung auf die Untergruppe (o) C S, der definierenden Operation
von Sy, auf {1,...,n}.

Nun schreiben wir o = 27 - ... - 25 als Produkt disjunkter Zykel, und sei A; der Trager A; von
z;i fiir i = 1,...,s. Dann sind die Orbits von (o) in seiner natiirlichen Operation auf {1,...,n}
gerade die Mengen A;, sowie alle {j} fur j ¢ J;_, 4.

Jetzt drehen wir die Argumentation um. Aus Satz 13.11 folgt, daf die Operation durch Poten-
zen von o die Menge {1,...,n} in disjunkte Bahnen zerlegt. Sei A eine solche Bahn der Lénge
r = |A|. Bahnen der Lange r = 1 sind Fixpunkte von ¢ und fithren nicht zu Zykeln.

Sei also r > 1 und a € A beliebig. Der Stabilisator GG, von a ist eine Untergruppe von G = Z,
und Satz 14.10 liefert

(Z:Gq) = |A| =
WEeil wir nach Satz 2.8 alle Untergruppen von Z kennen, schliefen wir G, = rZ. Satz 14.10 liefert
nun genauer eine Bijektion .

Z)r7 =5 A, [i] = o'(a).
Wir setzen fir alle 1 < <r A
a; =o'(a).
Die Bijektion zeigt, daf A = {aq,...,a,} und aukerdem fiir alle m € Z
o™ (@) = 0" (0 (a)) = 0™ (a) = asiom,

wobei wir die Indizes modulo r betrachten. Daher ist

O_’A = (ah s 7a7")
ein r-Zykel mit Trager A. Der disjunkten Zerlegung von {1,...,n} in Orbits entspricht nun die
Produktzerlegung in disjunkte Zykel.

Beispiel 14.13. Sei K ein Koérper. Die Gruppe GLo(K) operiert auf dem projektiven Raum
P!(K) durch Mébiustransformationen

GLy(K) x P1(K) — PY(K)

(<Z Z>,[x:y])H[ax+by:cx+dy]

Klassisch schreibt man diese Operation mit einem Parameter ¢t = %, der die Werte K U {o0}

durchléuft ([t : 1] = [z : y] auker fiir y = 0 bzw. £ = oo, das [1 : 0] entspricht) als

a b t_at+b
c d )7 et+d
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Dies ist wirklich eine Operation, weil

(5 21 2))= (5§

= la(az +by) + B(ex + dy) : y(az + by) + d(cx + dy)]
= [(aa + Be)x + (ab + Bd)y : (ya + d¢)x + (vb + 5d)y]

aa+ fe ab+ Bd @y
~ya+dc b+ dd Y

() )

Der Stabilisator des Punktes [1 : 0] besteht aus allen ( CCL ) mit

[1:0]=[a:(],

also mit ¢ = 0. Dies ist die Untergruppe der oberen Dreiecksmatrizen

Az
B—{<o M) w\mazeK,A,u#O}-

Wie in Satz 14.10 sind die Linksnebenklassen gB die Fasern der Abbildung
f 1 GLa(K) — PY(K)

(e =8 8)mo=la

Die Abbildung f ist surjektiv, weil jedes < CCL > # 0 zu einer Basis von K? erginzt werden kann
und damit als erste Spalte einer Matrix aus GLy(K) auftritt.

Die Linksnebenklasse gB fiir g = ( (Z fl > € GLy(K) hat demnach die Form

gB = {< : ? ) € GLy(K) ; < 3 > und ( i > K-linear abhéingig} (14.1)

und besteht aus allen Elementen von GLy(K), deren erste Spalte die gleiche Gerade in K2 auf-
spannen. Der Raum der Linksnebenklassen entspricht also bijektiv iiber die von der ersten Spalte
aufgespannten Gerade dem projektiven Raum P'(K) der Dimension 1 iiber K. In homogenen
Koordinaten erhalten wir eine Bijektion

GLy(K)/B = PY(K)
( CCL Z )B — [a: ]

Beispiel 14.14. Sei F ein endlicher Kérper mit ¢ Elementen. Dann hat die Gruppe der oberen
Dreiecksmatrizen B (F), also der Matrizen

(05

mit z € Fund A\, u € F* genau ¢(q—1)? Elemente. Da der Raum der Linksnebenklassen bijektiv
(siehe Beispiel 14.13) ist zu P*(F) mit |P!(F)| = ¢+ 1 Elementen (siche Anwendung 13.19), folgt
aus dem Satz von Lagrange erneut

| GL2(F)| = [B] - [P'(F)| = (g = 1)*- (¢ + 1) = (¢* = 1)(¢* — a).
Beispielsweise ist die Ordnung von GLo(IF7) gleich 48 - 42 = 2016.
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14.2. Konjugation. Wir lernen nun eine zweite gruppentheoretische Operation kennen.
Lemma—Definition 14.15. Sei G eine Gruppe. Die Abbildung
GxG—CG
(g, h) — ghg™"

beschreibt die Operation durch Konjugation (oder Konjugationsoperation) von G auf G.

Beweis. Das neutrale Element e € G operiert wie die Identitéit, denn ehe™! = h fiir alle h € G.
Und fiir a,b € G und h € G gilt Assoziativitét:

(ab).h = (ab)h(ab)™' = abhb~ta™t = a(bhb™Ha™! = a.(b.h). O

Definition 14.16. Sei G eine Gruppe und g, h € G Gruppenelemente. Man nennt
ghg™
das zu h (mittels ¢g) konjugierte Element. Unter Gruppentheoretikern wird auch oft die No-
tation und Definition
9 =g lag

fiir das mittels ¢ € G zu « € G konjugierte Elemente benutzt. Im Sinne dieses Skripts ist x9
dann das mittels ¢! zu = konjugierte Element.

Proposition 14.17. Sei G eine Gruppe. Die Relation auf G definiert durch: fir alle a,b € G
a~b < a ist konjugiert zu b

ist eine Aquivalenzrelation, d.h fir alle a,b,c € G gilt:

(i)  fir alle a ist a konjugiert zu a,
(i)  wenn a konjugiert zu b ist, dann ist auch b konjugiert zu a,
(iii)  wenn a konjugiert zu b und b kongugiert zu ¢ sind, dann ist a konjugiert zu c.

Beweis. Die Bahn von g € G unter der Konjugationsoperation besteht aus allen zu g konjugierten
Elementen. Aus Satz 13.11 folgt, daf ,konjugiert zu*“ auf G eine Aquivalenzrelation ist. O

Proposition 14.18. Die Konjugation mit g € G ist ein Gruppenautomorphismus
g G— G,  pg(h)=ghg™".
Beweis. Fiir a,b € G gilt
pg(ab) = glab)g™! = galg~'g)bg ™" = (gag™')(gbg™") = py(a)py (D).

Damit ist ¢, ein Gruppenhomomorphismus.
Mit g, h € G gilt @4 0 v, = @gp, denn fiir alle a € G gilt

@gn(a) = (gh)a(gh) ™" = g(h(a)h™")g™" = @y(en(a)) = g4 0 pu(a).

Sei e € G das neutrale Element. Da ¢.(a) = eae™! = a, also . = idg, ist das Inverse zu ¢,

gerade ¢g-1. Daraus folgt, dak fiir alle g € G der Gruppenhomomorphismus ¢, bijektiv, also
ein Automorphismus ist. U

Bemerkung 14.19. Die Rechnung in Proposition 14.18 zeigt einen Gruppenhomomorphismus
G — Aut(G)
g g = (v grg™t).

Automorphismen der Form ¢, werden innere Automorphismen genannt.

Korollar 14.20. Konjugierte Elemente haben die gleiche Ordnung.

Beweis. Seien g, h € G, und bezeichne 1 € G das neutrale Element. Dann gilt fiir alle n € Z
A =1 <= pg(h") = @4(1) <= @4(h)" =1 <= (ghg )" =1. 4
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Definition 14.21. Sei G eine Gruppe.

(1) Die Bahnen der Konjugationsoperation heifen Konjugationsklassen von G. Die Konju-
gationsklasse von x € G bezeichnen wir mit

Cy:={gzg™"; g€ G}.
Dies sind die Aquivalenzklassen der Aquivalenzrelation ,konjugiert® auf G.
(2) Die Ordnung einer Konjugationsklasse C, ist die Ordnung ord(g) fiir jedes g € C,. Dies
ist nach Korollar 14.20 wohldefiniert.

(3) Der Zentralisator eines Gruppenelements x € G ist der Stabilisator der Konjugations-
operation

Zg(x):={9€G; grg ' =z}

Beispiel 14.22. (1)  Der Zentralisator von x € G ist die Untergruppe von G bestehend aus allen
Elementen g € G, die mit  kommutieren, denn grg~! = x ist dquivalent zu gz = xg.
Insbesondere gilt stets

(z) € Za(x).
(2) Die Méchtigkeit der Konjugationsklassse von = € G ist nach dem Bahnensatz, Satz 13.15,
Ce| = (G : Zg(w))
der Index des Zentralisators. Ist G eine endliche Gruppe, so folgt weiter aus dem Satz von
Lagrange, Satz 4.12,
G| = Za(@)] - |Cal.
Insbesondere sind bei einer endlichen Gruppe G die |C,| fiir alle z € G ein Teiler der
Gruppenordnung.

Die Bilanzgleichung der Bahnenformel angewandt auf die Konjugationsoperation einer Gruppe
G auf sich selbst nennt man die Klassengleichung;:

Korollar 14.23 (Klassengleichung). Sei G eine endliche Gruppe und X C G ein Vertretersys-
tem fiir die Konjugationsklassen der Elemente von G. Dann gilt die Gleichung

G
6l = Yol = ¥ iy

zeX rzeX

Beweis. Satz 13.15 angewandt auf die Konjugationsoperation. O

Beispiel 14.24. (1) Sei n > 1 eine natiirliche Zahl. Sei D,, die Diedergruppe mit einer Dre-
hung d € D,, um den Winkel 27r/n und einer Spiegelung s € D,,. Wir bestimmen den
Zentralisator von d. Es gilt ord(d) = n, also

(dy={1,d,d%,...,d"" '} C Zp_(d).
Der Zentralisator hat also Index 1 oder 2 in D,,:
(D : Zp, (d)) = |Dnl/|Zp, (d)| < [Dnl|/[{d)| = 2n/n = 2.

Dementsprechend bestehen die Konjugationsklassen aus einem oder zwei Elementen. Die
Elemente von D,, haben die Form d* oder sd’ mit 0 < i < n. Wegen

di(d)d~*=d
(sd))d(sd") ™' = s(d'dd™")s™! = sds™! =d !
besteht die Konjugationsklasse von d aus
Cy={d,d'}.

Dies ist 2-elementig, es sei denn d = d~!, also n = 1 oder n = 2.
Fiir die Konjugationsklasse von s berechnen wir

dsd™t = ds(sds) = ds’ds = d*s
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ABBILDUNG 3. Eine Konjugationsklasse von Spiegelungen in Ds.

und damit
d(ds)d™" = pa(d s) = pa(d)pa(s) = ¥ (d°s) = &' 2s.
Konjugation mit d permutiert die Spiegelungen
{s,ds,d*s,...,d" 's}
zyklisch um 2 Positionen. '
e Sei n ungerade. Damit sind alle d’s konjugiert (durch iteriertes Anwenden von d) und
|Cs| > n.

Andererseits enthdlt Zp_ (s) mindestens die zwei Elemente 1, s, so dak die Konjuga-
tionsklasse Cs hochstens n Elemente haben kann. Folglich gilt

Cs = {s,ds,d’s,...,d" " 's}

und Zp, (s) = (s).
e Sei n = 2m gerade. Die Menge der Spiegelungen spaltet sich in zwei Konjugations-
klassen auf: je nach Paritdt von j in d’s, etwa

Cy = {s,d*s,d*s, ..., d" %s}.

Es gilt |Cs| = n/2. In diesem Fall ist die Punktspiegelung d™ € D,, ein weiteres
Element im Zentralisator, der daher mit

Zp, (s) ={1,s,d™,d"s}

aus 4 Elementen besteht.

Geometrisch unterscheidet man die Konjugationsklassen von Spiegelungen wie folgt:
die eine Konjugationsklasse besteht aus Spiegelungen an Achsen durch zwei Eckpunk-
te, die andere Konjugationsklasse besteht aus Spiegelungen an Achsen durch zwei
Seitenmitten.



Grundlagen der Algebra 123

ABBILDUNG 4. Zwei Konjugationsklassen von Spiegelungen in Dsg.

14.3. Konjugation von Untergruppen.

Definition 14.25. Konjugierte Untergruppen sind Untergruppen U,V C G einer Gruppe
G, so daf es ein Element g € G gibt mit gUg™' = V.
Proposition 14.26. Konjugierte Untergruppen sind isomorph zueinander.

Beweis. Sind U und V konjugierte Untergruppen von G, dann gibt es g € G mit V = gUg™!.

Es gilt dann auch U = ¢g~'Vg. Die Einschrinkung @gluy des inneren Automorphismus ¢, =
g(—)g~ ! auf U ist ein Gruppenhomomorphismus U — V, und sogar ein Isomorphismus, denn
@g-1lv : V = U ist sein Inverses. O

Bemerkung 14.27. Eine Gruppe G operiert auf der Menge ihrer Untergruppen
Uc ={V C G ; Untergruppe}

vermoge Konjugation:

G XU — U, gV =gVg L
In der Tat ist mit g € G fiir die Untergruppe U C G die mit g konjugierte Untergruppe gerade
@qg(U), das Bild unter einem Automorphismus, also nach Proposition 2.11 wieder eine Unter-
gruppe. Die zu U konjugierten Untergruppen bilden die Bahn von U beziiglich dieser Operation.
Damit ist ‘konjugierte Untergruppe’ eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Untergruppen
von G.
Definition 14.28. Sei U eine Untergruppe von G.
(1) Der Zentralisator von U in G ist die Untergruppe

Zq(U)={9g€G; gr =uxg fir alle x € U}.
(2) Der Normalisator von U in G ist die Untergruppe
Na(U)={ge@G; gug ' =U}.
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Bemerkung 14.29. Der Zentralisator von U in G ist als Schnitt
Za(U) = () Zo(=)
zeU

von Untergruppen selbst eine Untergruppe. Der Normalisator von U in G ist der Stabilisator
von U aufgefafit als Element der Menge der Untergruppen % beziiglich der Operation von G
durch Konjugation. Dies zeigt ohne Nachrechnen, dafs der Normalisator eine Untergruppe ist.
Es gilt stets
Z(G) € Za(U) € Ng(U)

und U C N¢(U).
Die Anzahl der zu U konjugierten Untergruppen ist nach dem Bahnensatz, Satz 13.15,

{V;3geG: V=gUg '} =(G:Ng{))

der Index des Normalisators. Ist G eine endliche Gruppe, so folgt weiter aus dem Satz von
Lagrange, Satz 4.12,

G| = [Ne(U)|-{V ; 39 G: V =gUg '}|.
Konjugierte Untergruppen treten bei Gruppenoperationen in natiirlicher Weise auf.

Satz 14.30. Sei X eine Menge mit G-Operation und sei B C X ein Orbit. Dann sind die
Stabilisatoren G, Gy fir x,y € B konjugiert zueinander.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es ein g € G mit g.x = y. Dann gilt ¢G,g~! = Gy, denn
(9G29™ ")y = (9Gog™)-g.x = (9Go)w = gw =y

zeigt gGLg~! C G,. Weiter folgt aus g Ly = = wie eben g_leg C (. Darauf wenden wir ¢4
an und erhalten die umgekehrte Inklusion G, C gGrg L. U

Normalteiler haben die bemerkenswerte Eigenschaft, als Untergruppe nur zu sich selbst kon-
jugiert zu sein.

Proposition 14.31. Se: N C G eine Untergruppe. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(a)  Fir alle g € G gilt

gNg~ ' =N.
(b)  Fir alle g € G gilt

gNg ' CN.
(¢)  Fir alle g € G gilt

N CgNg L

(d) N ist Normalteiler, d.h. fir alle g € G stimmen die von g reprasentierten Links- und
Rechtsnebenklassen tiberein:
gN = Ng.
Beweis. (a) = (b): trivial.
(b) = (c): Wendet man auf g~'!Ng C N, das ist (b) fiir g~!, den inneren Automorphismus
¢g(w) = grg™! an, so entsteht N C gNg~ L.
(¢) = (d): Wir multiplizieren (c) fiir g mit g von rechts und erhalten

Ng C (gNg ')g=gN(g~'g) = gN.

1

Fiir die umgekehrte Inklusion nutzen wir (c) fir g~ und multiplizieren von links mit g:

gN Cg(97'N(g™")™") = (997" )Ng = Ng.
Dies zeigt (d), denn g € G war beliebig.
(d) = (a): aus gN = Ng wird gNg~' = (¢N)g~' = (Ng)g~' = N. 0]
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Proposition 14.32. Sei U C G eine Untergruppe.

(1) U ist Normalteiler in Ng(U).

(2)  Der Normalisator Ng(U) ist die beziiglich Inklusion gréfite Untergruppe von G, die U
enthdlt und in der U ein Normalteiler ist.

Beweis. (1) Dak U in Ng(U) ein Normalteiler ist, folgt aus der Definition.

(2) Sei g € V in einer Untergruppe U C V' C G mit U Normalteiler in V. Dann ist gUg ™! = U,
also g € Ng(U). Folglich ist V' C Ng(U). Da tiberdies der Normalisator selbst bereits eine
Untergruppe der geforderten Art ist, folgt die Aussage. O

Proposition 14.33. Das Zentrum einer Gruppe ist ein Normalteiler und besteht genau aus den
Fizpunkten der Konjugationsoperation.

Beweis. Offenbar ist g € Z(G) genau dann, wenn fiir alle h € G gilt
ghg™! =h,

also wenn der innere Automorphismus ¢, € Aut(G) trivial ist. Das Zentrum Z(G) ist also der
Kern des Gruppenhomomorphismus G — Aut(G) durch Konjugation. Daraus folgt alles. U

Proposition 14.34. FEine Untergruppe vom Index 2 ist ein Normalteiler.

Beweis. Sei U eine Untergruppe vom Index (G : U) = 2 in der Gruppe G. Wir miissen zeigen,
dalt Rechtsnebenklassen gU mit Linksnebenklassen Ug als Teilmengen von G iibereinstimmen.
Die Nebenklasse, welche das neutrale Element enthélt, ist in beiden Fallen U.

Nach Voraussetzung an den Index gibt es genau eine weitere Nebenklasse. Diese ist in beiden
Féllen das Komplement G\ U. O

Beispiel 14.35. Sei D,, die Diedergruppe, d € D,, eine Drehung um 27 /n und s eine Spiegelung.
Dann ist (d) vom Index 2 und damit ein Normalteiler; aber fiir n > 3 ist die Untergruppe (s)
kein Normalteiler.

14.4. Konjugation in der symmetrischen und der alternierenden Gruppe. Die Konju-
gation von Elementen in S, wird in der Zykelschreibweise besonders einfach.

Lemma 14.36 (,Kochtopflemma*). Seien o € S,, beliebig und © € S,, geschrieben als Produkt
disjunkter Zykel

T =(a11,..-,a1py) oo (Qs1,. .., s, ).
Dann ist als Produkt disjunkter Zykel:

ono ! = (o(a11),...,0(a1,)) ... (0(as1),...,o(as,)).
Beweis. Weil o(—)o~! ein Homomorphismus ist, gilt
omo !t = (a(an, e ,a171)0*1> e (a(asl, e ,asrs)afl)
Somit reicht es, den Fall 7 = (aq, ..., a,) zu betrachten, bei dem 7 nur aus einem Zykel besteht.

Zum einen gilt fiir b ¢ {o(ay),...,0(a,)}, dak o=1(b) ¢ {a1,...,a,} und daher

m(oH(b)) = o7 (b),

woraus
oo Y (b) = o(n(o" (b)) = o(c7 (b)) = b
folgt. Weiter rechnen wir fir 1 < ¢ < r (mit Indizes modulo r)
omo HNo(a;)) = om(a;) = o(ais1). O

Definition 14.37. Eine Partition einer natiirlichen Zahl n € N ist eine monoton fallende Folge

nE>noe > ...np > 1
mit

n=ny+...+ng.
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Beispiel 14.38. (1) Die Partitionen von 4 sind
4,3+1,24+2, 24141, 1+1+1+1.
(2) Die Partitionen von 5 sind
5,441,342 34+414+1,2+42+41, 2414141, 1+1+14+1+1.

(3) Zueinem o € S,, gehort die Partition von n durch die Langen der Zykel in der eindeutigen
Darstellung als Produkt disjunkter Zykel und dann aufgefiillt durch 1 fiir die Fixpunkte
von o. Dies ist die Partition von n durch die Léngen der Bahnen der Operation von Z
durch Potenzen von o auf {1,...,n}.

Korollar 14.39. Die Konjugationsklassen von S, sind durch Partitionen von n parametrisiert:
o, € Sy sind konjugiert genau dann, wenn die zugehdrigen Partitionen von n ibereinstimmen.

Beweis. Das folgt sofort aus Lemma 14.36. U

Beispiel 14.40. Zu den Konjugationsklassen von S5 haben wir die folgenden Informationen.

Partition Beispiel o ord(o) |Co| | Zs, (0)] Zs,(0)
5 (1,2,3,4,5) 5 51/5 = 24 5 (o)
4+1 (1,2,3,4) 4 5.-41/4=30 4 (o)
3+2 (1,2,3)(4,5) 6 10-31/3=20 6 As % Ss
34+1+1 (1,2,3) 3 10-31/3=20 6 Az % S
24241 (1,2)(3,4) 2 5.3=15 8 ~ D,
2414141 (1,2) 2 10 12 So x S
1+14+14+1+1 id 1 1 120 Ss

Die Klassengleichung fiir S5 verifizieren wir zum Test, ob wir in der Tabelle alle Konjugations-
klassen richtig berechnet haben:

|S5] =120 =24+ 30+20+20+ 15+ 10+ 1= > |Cyl,
wobei liber alle Konjugationsklassen von S5 summiert wird.

Fiir die folgende Proposition benutzen wir fiir eine Untergruppe H C G und ein z € H fiir
die Konjugationsklassen in H bzw. G die Notation Cy(H) und C(G). Offensichtlich gilt

Ca(H) € C2(G).

Proposition 14.41. Sein € N und o € A,,. Die Konjugationsklasse Cy(Sy,) von o als Element
von Sy, zerlegt sich beziiglich A,, in

(1) eine Konjugationsklassen, wenn Zg, (o) € An,
(2)  und in zwei Konjugationsklassen, wenn Zg, (o) C A,,.

Im Fall der Zerlegung in zwei Konjugationsklassen haben beide die gleiche Mdchtigkeit.
Beweis. Sei T € S, \ A,. Dann gilt S,, = A,, U A,,7 und daher

Cy(Sn) = Co(Ap) UC, r—1(Ap).
Ferner ist Konjugation mit 7 wegen 7A4,, = A, 7 eine Bijektion

()77 Cp(An) = Crpr1(Ay).

Es geht also nur noch darum zu sehen, unter welchen Bedingungen die beiden Konjugations-
klassen zusammenfallen. Weil Bahnen entweder disjunkt oder gleich sind, ist &quivalent dazu
o1 € Cy(A,). Und das bedeutet: es gibt 7 € A,, mit

o=n(r(o)r Hmr 1,
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also gibt es n7 € Zg, (o). Weil m € A, beliebig und 7 € S, \ A,, beliebig sind, bedeutet dies
gerade die Existenz eines Elements in Zg, (o) \ Ay. O

Beispiel 14.42. Zu den Konjugationsklassen von As haben wir die folgenden Informationen. Von
den Elementen aus As betrachtet als Elemente von Ss hat nur der 5-Zykel seinen Zentralisator
Zs.(0) C As. Damit spaltet nur diese Konjugationsklasse in 2 auf:

Partition Beispiel o ord(o) |Cy | |Z 45 (0)] Zas(0)
5 Fall I (1,2,3,4,5) 5 12 5 ()

5 Fall 11 (1,2,3,5,4) ) 12 5 (o)
3+1+1 (1,2,3) 3 20 3 As
2+2+1 1, )( 1) 2 15 4 ~V,
1+1+14+1+1 id 1 1 60 As

Die Klassengleichung fiir Sy verifizieren wir zum Test, ob wir in der Tabelle alle Konjugations-
klassen richtig berechnet haben:

|A5] =60 =12+124+20+ 15+ 1= |C],
wobei iiber alle Konjugationsklassen von As summiert wird.
Satz 14.43. Die Gruppe As hat keinen nichttrivialen Normalteiler.

Beweis. Sei N C As ein Normalteiler. Dann ist N eine Vereinigung von Konjugationsklassen
und |N| teilt 60 = |As|. Aus der Tabelle entnimmt man, daf das nicht nichttrivial geht.

e Es ist sicher 1 € N und mit einer weiteren Konjugationsklasse hat man schon |[N| > 13.
e Dann bleiben als Teiler von 60 nur noch
|N| € {15,20,30,60}.

e Fiir | N| = 15 kommen nur die Konjugationsklasse mit 1 und die beiden mit 12 Elementen
in Frage (1 muf ja dabei sein). Diese kombinieren nicht zu 15 Elementen. Bleibt |N| =
20, 30 oder 60.

e Nun ist | V| gerade, also brauchen wir neben der Konjugationsklasse der 1 auch die einzige
andere Konjugationsklasse mit einer ungeraden Anzahl. Das macht bereits 16 Elemente.
Damit scheidet |[N| = 20 aus und |N| = 30 kann man auch nicht kombinieren. O

Definition 14.44. Eine einfache Gruppe ist eine Gruppe ohne nichttriviale Normalteiler.
Satz 14.45. Die Gruppen A, ist einfach fir n > 5.

Beweis. Sei 1 # N C A,, ein Normalteiler. Dann gibt es 1 # o € N und fiir alle 3-Zykel (a, b, ¢)
gilt
N 3 0((a,b,¢)07 (a,b,¢)") = (0(a,b,c)a ") (¢,b,a) = (0(a),a(b),a(c))(¢c,b,a) =: m.
Wir wahlen nun a, b, ¢ geschickt, so dafs
(i) 7#1id, und
(ii)  [{a,b,¢,0(a),0(b),0(c)}] < 5.
Weil o # id, gibt es 1 < a < n mit b = o(a) # a. Zu vermeiden ist
=1 <= (o(a),0(b),0(c)) = (a,b,c) <= (o(a),0(b),o(c)) = (b,c,a),
also ¢ # o(b). Wir wéhlen daher ¢ # a,b,o(b) beliebig (das geht wegen n > 5) und erhalten
nach eventuellem Umnummerieren (das ist eine Konjugation in S,,)
{a7 b? C7 U(a)7 U(b)7 U(C)} g {17 27 37 47 5}7
also 1 #m € NN As.
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Der Schnitt N N As ist ein Normalteiler in As, also nach Satz 14.43 gilt N N A5 = As, denn
N N As = 1 verbietet w. Dann enthélt N N A5 und damit IV einen 3-Zykel.

Weil n > 5, enthélt der Zentralisator eines 3-Zykles in 5, eine Transposition, ndmlich eine
mit zum 3-Zykel disjunkter Tragermenge. Nach Proposition 14.41 ist die Konjugationsklasse des
3-Zykels in A,, gleich der Konjugationsklasse in S,. Nach Korollar 14.39 sind also alle 3-Zykel
in A,, konjugiert. Mit einem 3-Zykel enthélt N damit alle 3-Zykel.

Die 3-Zykel erzeugen A,, nach dem folgenden Satz 14.46 (2), also ist N = A,,. O

Satz 14.46. Die alternierende Gruppe A, hat die folgenden zwei Erzeugendensysteme:
(1) die Menge der Produkte von zwei Transpositionen
Ap = ((a,b)(c,d) ; 1 <a,b,c,d <n,a#b,c+#d),
(2)  die Menge der 3-Zykel
Ap = ((a,b,¢) ; 1 <a,b,c<n paarweise verschieden ).
Beweis. Man iiberlege sich zuerst, daf die angegebenen Elemente (a,b)(c,d) bei a # b und
¢ # d, sowie (a, b, c) gerade Permutationen sind, also Elemente von A,,. Es bleibt zu zeigen, daf

jedes Element von A, sich als Produkt solcher Produkte von zwei Transpositionen (bzw. von
3-Zykeln) schreiben 1aft.

(1) Fiir jede Transposition(a,b) gilt sign(a,b) = —1. Nach Satz 3.30 ist jedes o € S,
das Produkt von Transpositionen. Wenn o das Produkt von r Transpositionen ist, dann gilt
sign(o) = (—1)", also ist

o€ A, < sign(c) =1 <= r gerade.
In diesem Fall kann man die Faktoren zu Paaren zusammenfassen und erhélt die erste Aussage.

(2) Nach (1) reicht es, die Elemente (a, b)(c, d) mit a # b und ¢ # d als Produkte von 3-Zykeln
zu schreiben. Wir unterscheiden die Félle nach N = [{a,b, ¢, d}|.

e Fall N = 4: dann sind (a, b, ¢) und (¢, a,d) 3-Zykel und
(a,b)(c,d) = (¢c,a,d)(a,b,c).
e Fall N = 3: dann ist (a,b)(c,d) eine gerade Permutation in der Permutationsgruppe auf

3 Elementen. In As sind aber die geraden Elemente gerade die 3-Zykel und die Identitét.
e Fall N = 2: dann ist {a,b} = {¢,d} und das fragliche Element (a,b)(c,d) = id. O

UBUNGSAUFGABEN ZzU §14

Ubungsaufgabe 14.1. Sei G eine endliche Gruppe, p der kleinste Primteiler von |Gl und U C G
eine Untergruppe vom Index p = (G : U). Zeigen Sie, daf U ein Normalteiler ist.

Tipp: Lassen Sie G auf G/U durch Tanslation operieren. Das fithrt zu einem Gruppenhomo-
morphismus p : G — 5, indem g € G auf die Permutation der Nebenklassen abgebildet wird,
die es induziert. Bestimmen Sie die Ordnung des Bildes mithilfe des Satzes von Lagrange. Der
Kern von p ist ein Normalteiler, den Sie mit U identifizieren miissen.

Ubungsaufgabe 14.2 (Lineare Darstellung der Diedergruppe). Sei n > 3 eine natiirliche Zahl und
D,, die n-te Diedergruppe mit einer Drehung d und einer Spiegelung s als Erzeugern. Zeigen Sie,
dafs durch

D,, — GLy(R)

cos(2m/n) —sin(27/n)
d < sin(2w/n)  cos(2m/n) >

(10
5 0 —1

ein injektiver Gruppenhomomorphismus definiert wird.
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Ubungsaufgabe 14.3. Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung n, die wir wie im Satz von Cayley
als Untergruppe von S,, auffassen. Zeigen Sie, dafs

Zs (G) = G.

Ubungsaufgabe 14.4. Eine Doppeltransposition ist ein Produkt zweier disjunkter Transpositio-
nen. Zeigen Sie, dafs die Doppeltranspositionen in S,, eine Konjugationsklasse sind.

Ubungsaufgabe 14.5. Sei M = {alle Doppeltranspositionen € S;}. Zeigen Sie, daf die Menge
Vi= {1} UM C Sy
ein Normalteiler ist (genannt: Kleinsche Vierergruppe).

Die Operation durch Konjugation Sy x M — M definiert einen Homomorphismus S4 — Ss.
Bestimmen Sie Kern und Bild.

Ubungsaufgabe 14.6. Bestimmen Sie alle Untergruppen von S, bis auf Konjugation. Bestimmen
Sie weiter alle Normalteiler von Sy.

Ubungsaufgabe 14.7. Beschreiben Sie einen surjektiven Gruppenhomomorphismus Sy — S3
durch die Konjugationsoperation auf einer geeigneten Menge von Untergruppen von Sjy.

Ubungsaufgabe 14.8. Sei n > 1 eine natiirliche Zahl. Bestimmen Sie das Zentrum von S,,.
Ubungsaufgabe 14.9. Bestimmen Sie die Anzahl der Konjugationsklassen in Sg.

Ubungsaufgabe 14.10. Zeigen Sie, dak fiir n # 6 jeder Automorphismus von S, ein innerer
Automorphismus ist.
Tipp: Jeder 3-Zykel geht auf einen 3-Zykel.

Ubungsaufgabe 14.11. Zeigen Sie, dak Z/nZ genau dann eine einfache Gruppe ist, wenn n eine
Primzahl ist.

Ubungsaufgabe 14.12. Sei n > 5. Zeigen Sie, daf S, nur den einen nichttrivialen Normalteiler
A,, hat.

15. FIXPUNKTE

15.1. Das Lemma von Burnside. Das Lemma von Burnside ist gar nicht von Burnside,
sondern von Cauchy.

Definition 15.1. Sei G x X — X eine Gruppenoperation. Ein Element x € X heiftt Fixpunkt
der Operation, wenn G, = G, also g.x = x fiir alle ¢ € G gilt. Die Menge aller Fixpunkte
bezeichnen wir mit

X% = Fix(G, X).
Die Fixpunkte eines g € G sind die x € X mit g.x = z. lhre Menge wird mit

X9 = Fix(g, X)
bezeichnet.
Bemerkung 15.2. Es gilt X9 = X(9 und
X9 = xv.
e

Satz 15.3 (Burnside-Lemma). Sei G eine endliche Gruppe, die auf einer endlichen Menge X
operiert. Dann gilt fir die Anzahl der Bahnen die Formel

1
G\ = g SIXYL

geG
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Beweis. Wir zahlen die Menge der Losungen der Fixpunktgleichung
F={(g,x) eGx X ; gz =ux}

auf zwei Weisen. Wir summieren entweder zuerst iiber jedes g die Anzahl | X 9| der passenden x
oder aber zuerst iiber jedes x die Anzahl |G| der passenden g:

DX =|F| =) |Gal.
geG zeX
Nach der Bahnenformel gilt |G| = |G|/|G.x|. Daraus folgt
1 1 1
O DLIEIS WARS SRt
‘G’ geG |G‘ zeX zeX ‘GCE‘
Zahlen wir nun zuerst iiber den Bahnenraum und dann iiber die Elemente einer Bahn, so folgt

1 1 1
|G|2|Xg|:z;(’a$: > Z@Z Y 1=|G\X|. a
ge BAS

BeG\X z€B BeG\X
15.2. Der Fixpunktsatz.

Definition 15.4. Sei p eine Primzahl. Eine p-Gruppe ist eine endliche Gruppe, deren Ordnung
eine Potenz von p ist.

Satz 15.5 (Fixpunktsatz). Sei G eine endliche p-Gruppe, die auf einer endlichen Menge X
operiert. Dann gilt

| X| = |Fix(G, X)| (mod p).

Beweis. Die Bahnen der Lange 1 bestehen genau aus den Fixpunkten. Die Bahnen der Lénge
> 1 haben nach der Orbit—Stabilisator—Formel eine Lénge, die durch p teilbar ist. Aus der
Bahnenformel folgt daher.
X|= Y |B=[Fix(G,X)[+ Y |B|=|Fix(G,X)| (modp). O
BEG\X BEG\X, |B|>1
Um die Kraft der Gruppenoperationen fiir die Strukturanalyse zu demonstrieren, beweisen
wir den Satz von Cauchy'.

Satz 15.6 (Satz von Cauchy 1845). Sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl, welche
die Ordnung von G teilt. Dann existiert ein g € G mit der Ordnung ord(g) = p.

Beweis. Sei Z = (o) C S, die vom p-Zykel 0 = (1,2,3,...,p) erzeugte Untergruppe in der
symmetrischen Gruppe S,. Nach Proposition 3.28 hat ¢ die Ordnung p und Z besteht aus den

verschiedenen Elementen

2 -1

: p
id,o,0%,..., 0P,

hat also auch die Ordnung |Z| = p.
Wir lassen die Gruppe Z auf der Menge

X={(g1,--,9) €G"; q192...9p =1}
in natiirlicher Weise durch zyklische Vertauschung operieren:

ZxX =X

(O-na (gla s 7gp)) — (9(7"(1)7 s ng"(p))a
dabei ist fiir 0 < n < p explizit

(gU"(1)7 s 790"(}7)) = (gl+n792+na -y 9py 915 - - - 7g7’b)

13Augustin—Louis Cauchy, 1789-1857, franzdsischer Mathematiker.
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Klar ist, daf wir so eine Operation von Z auf X definieren, sofern die Abbildung wohldefiniert
ist, also Werte wieder in X angenommen werden. Dazu miissen wir zeigen, dafs aus g1g2...gp, =1
auch gr41...9p91...9, = 1 folgt. Mit a = g1 ... g, und b = g,41 ... g, miissen wir

ab=1 = ba=1

zeigen. Das ist gerade die Behauptung, daft das Rechtsinverse von a, ndmlich b, auch ein Links-
inverses ist, also langst bekannt.

Nach dem Bahnensatz haben die Bahnen von Z auf X eine Lénge, welche die Ordnung p = | Z|
teilt. Da p eine Primzahl ist, sind die Bahnen entweder der Lange p oder der Lange 1. Bahnen
der Lange 1, also Fixpunkte, sind von der Form

(.g’"‘?g)

mit g € G und g? = 1. Wir miissen also zeigen, daf es Bahnen der Lénge 1 gibt, die von (1,...,1)
verschieden sind. Dann ndmlich hat g # 1 mit ¢? = 1 die Ordnung p, weil p eine Primzahl ist:
wegen g # 1 ist ord(g) > 1 und wegen g = 1 gilt ord(g) | p.

Jetzt zihlen wir auf zwei Arten. Die Menge X hat |G[P~! Elemente, denn man kann die ersten
g1s---,gp—1 frei wihlen und

gp=1(g1--gp-1)""
ist dann eindeutig festgelegt und existiert. Damit ist | X | durch p teilbar. Satz 15.5 besagt dann

|Fix(Z, X)|=|X|=0 (mod p).
Jetzt kommt die Pointe. Aus dem unbrauchbaren Fixpunkt (1,...,1) folgt, daf
Fix(Z, X)| > 1

und da |Fix(Z, X)| durch p teilbar ist, folgt sogar |Fix(Z, X)| > p > 1. Es muf also mindestens
einen anderen Fixpunkt

(9,...,9) € Fix(Z, X)
mit g # 1 geben! Dieses g ist das gesuchte Element der Ordnung p. O

Bemerkung 15.7. Der Satz von Lagrange, Satz 4.12, spricht eine Bedingung aus, die Untergrup-
pen erfiillen miissen, wodurch die méglichen Untergruppen stark eingeschrankt werden. In Form
des Korollars 4.15 wird daraus eine Bedingung an die Ordnung der Gruppenelemente. So gibt
es in der Sg beispielsweise kein Element der Ordnung 7, weil die davon erzeugte Untergruppe 7
Elemente hétte und 71 6!.

Der Satz von Cauchy, siehe Satz 15.6 spricht umgekehrt aus, daft zumindest fiir die Existenz
von Gruppenelementen von Primzahlordnung die Bedingung aus dem Satz von Lagrange die
einzige ist.

Beispiel 15.8. Satz 15.6 gilt nicht fiir Teiler der Gruppenordung, die keine Primzahl sind. Das
einfachste Gegenbeispiel ist die kleinsche Vierergruppe Vy = Z /27 x 7 /27. Diese hat die Ordnung
4, aber kein Element der Ordnung 4. Fiir alle g € Vj gilt 2g = 0, somit ist die Ordnung 1 oder
2, aber niemals 4.

Satz 15.9. Jede p-Gruppe hat nichttriviales Zentrum.

Beweis. Das Zentrum ist die Menge der Fixpunkte der Konjugationsoperation. Satz 15.5 besagt
dann

|Z(G)|=|G] =0 (mod p).
Jetzt kommt dieselbe Pointe wie im Beweis des Satzes von Cauchy, Satz 15.6. Das neutrale

Element gehort zum Zentrum Z(G), also ist |Z(G)| > 1. Da es sich um ein Vielfaches von p
handelt, gilt sogar |Z(G)| > p > 1, und somit ist das Zentrum nicht trivial. O
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15.3. Gruppen der Ordnung p?. In Satz 4.21 haben wir alle Gruppen von Primzahlordnung
bis auf Isomorphie bestimmt. Das sind genau die zyklischen Gruppen, also Z/pZ bis auf Isomor-
phie.

Proposition 15.10. Sei G eine Gruppe, so daff G/Z(G) eine zyklische Gruppe ist. Dann ist G
abelsch.

Beweis. Sei g ein Vertreter der erzeugenden Nebenklasse von G/Z(G). Dann erzeugen Z(G) und
g die Gruppe G. Allerdings kommutieren Z(G) und g, so daf G abelsch sein mufs:
Zwei beliebige Elemente von G haben die Form = = ¢"a und y = ¢™b mit n,m € Z und
a,b € Z(G). Dann gilt
zy = (9"a)(g"b) = g"g™ab = g"g"ba = g"bg"a = yu. O
Korollar 15.11. Sei p eine Primzahl. Eine Gruppe G der Ordnung p? ist abelsch.

Beweis. Als p-Gruppe hat G nach Satz 15.9 nichttriviales Zentrum Z(G) # 1. Wenn Z(G) = G
sind wir fertig. Nach dem Satz von Lagrange, Satz 4.12, kann andernfalls nur noch |Z(G)| = p
sein. Aber dann hat G/Z(G) auch p Elemente und ist somit zyklisch wegen Satz 4.21. Das ist
ein Widerspruch zu Proposition 15.10. U

Korollar 15.12. Seip eine Primzahl. Eine Gruppe G der Ordnung p? ist isomorph zu entweder
Z/p°7 oder Z/pZ x Z]pZ.

Beweis. Korollar 15.11 besagt, daf G abelsch ist. Wir verwenden daher additive Notation. Die
Elemente g € G, g # 0 haben Ordnung p oder p? nach Korollar 4.15. Wenn g € G die Ordnung
p? hat, dann ist

Z/p*L = (g) = G,
nach Satz 3.18.

Wir nehmen nun an, daf alle x € G, x # 0 die Ordnung p haben. Sei x € GG, x # 0. Dann ist

(x) eine zyklische Untergruppe der Ordnung p, und es gibt y € G \ (x). Dann gilt

(z) € (z,y) €G
und nach dem Satz von Lagrange, Satz 4.12, ist |(x,y)| ein Teiler von p?, aber > p = [(z)].
Daher ist G = (z,y). Die Abbildung

fZ/pZ x 7]pZ — G, f(n,m) =nz +my

ist ein Gruppenhomomorphismus, weil G abelsch ist. Das Bild enthélt x,y, also (z,y) = G und
f ist surjektiv. Da |Z/pZ x Z/pZ| = |G| gilt, muk f bijektiv sein. Daher ist f ein Gruppeniso-
morphismus. U

Beispiel 15.13. Gruppen der Ordnung p? sind nicht zwingend abelsch. Die Gruppe der unipo-
tenten oberen Dreiecksmatrizen in GL3(F))

1 =z y
G = 01 =z ; x,y,z € Fp » € GL3(F))
0 0 1
hat Ordnung p? und ist nicht kommutativ:
1 10 100
A=|1010], B=]1011
0 01 0 01
flihrt zu
111 1 10
AB=| 0 1 1 ]#|1 0 1 1 | =BA.
0 01 0 01
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16. SYLOW-SATZE

Fundamental fiir die Strukturtheorie endlicher Gruppen sind die Sylow-Sétze'*. Wir folgen den
Beweisen von Wielandt!'® aus dem Jahr 1959 (Publikationsdatum), deren zentrales Hilfsmittel
Gruppenoperationen sind.

Definition 16.1. Eine Sylow-(Unter)gruppe ist eine Untergruppe P C G einer endlichen
Gruppe G, deren Ordnung eine Primzahlpotenz |P| = p" ist, so daf |G| = p"m mit p { m, also
eine maximale p-Untergrupe von G. Wenn man die Primzahl betonen mo6chte, spricht man von
einer p-Sylow-(Unter)gruppe von G.

Theorem 16.2 (Sylow—Sétze, 1872). Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung N und p ein
Primteiler von N. Sei N = p"m mit p{m.

(1)  Es gibt eine p-Sylow-Untergruppe in G.

(2)  Jede p-Untergruppe von G ist in einer p-Sylow-Untergruppe enthalten.
(3) Je zwei p-Sylow-Untergruppen von G sind konjugiert.

(4) Seiap = ay(G) die Anzahl der p-Sylow-Untergruppen von G. Dann gilt

(i) ap | 1G],
(1) ap,=1 (mod p).

Bevor wir in den Beweis einsteigen, benttigen wir ein paar Lemmata.
Lemma 16.3. Sei R ein Ring mit p-1 = 0. Dann ist fir alle a,b € R
(a4 b)P =aP + bP.

Beweis. Nach dem binomischen Lehrsatz reicht es, fiir alle 1 < k < p — 1 zu zeigen, daf

(o)

Dies folgt aber auch aus dem Spezialfall fiir « = X und b = 1 im Polynomring IF,,[ X| wieder aus
dem binomischen Lehrsatz: zu zeigen ist also in F,[X]

(X +1)P=XP41.

Wir schreiben f(X) = (X + 1)? — XP — 1, ein Polynom vom Grad < p — 1. Nach dem kleinen
Fermat gilt fiir alle n € Z

m+1’=n+1=n+1 (mod p).

Daher hat f(X) die p-vielen verschiedenen Nullstellen der Reste 0,1,...,p — 1 modulo p. Das
geht fiir ein Polynom vom Grad < p nur, wenn es das Nullpolynom f(X) = 0 ist. U

Proposition 16.4. Sein =p" - m mit pt m. Dann gilt

n
(p7’> =m (mod p).
Beweis. Wir miissen den Koeffizienten von X?" in (X + 1) € F,[X] ausrechnen. Das geht mit
Lemma 16.3 so:

m

e = ()" = e = ()

)Xpr—k<?>X2pr+...:1+mXpr+... 0

lpgter Ludwig Mejdell Sylow, 18321918, norwegischer Mathematiker.
5 Helmut Wielandt, 1910-2001, deutscher Mathematiker.


http://de.wikipedia.org/wiki/Peter_Ludwig_Mejdell_Sylow
http://de.wikipedia.org/wiki/Helmut_Wielandt
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16.1. Der Beweis der Sylow-Satze.

Beweis von Theorem 16.2. (1) Wir zeigen nun die Existenz einer p-Sylow-Untergruppe. Sei G
eine endliche Gruppe der Ordnung N, sei p eine Primzahl und N = p"m mit p { m. Wenn r = 0
ist, so ist nichts zu tun. Sei daher r > 1. Sei

X={M; MCGund |[M|=p"}
die Menge der p"-elementigen Teilmengen. Da Translation eine freie Operation ist, gilt fiir jedes
g€ Gund M € X, dak
lgM| = [M].
Daher operiert G auf X durch (Links-)Translation:

GxX—=>X
(g, M) = gM.
Behauptung: Sei M € X beliebig. Der Stabilisator Gj; hat héchstens p” Elemente.
Wir fixieren ein x € M. FEin g € Gy ist dann eindeutig durch gz € M festgelegt als g =
(gr)z~t. Daher ist
|Gu| < |M]=p".
Wir suchen also ein M € X mit maximal moglichem Stabilisator. Wir arbeiten durch Wider-

spruch und nehmen an, daf alle Stabilisatoren Gj; weniger als p” Elemente haben. Es gilt nach
dem Bahnensatz

PGl = |Gl - |G- M.
Da |Gy| < p", gilt p" {1 |G| und daher p | |G.M]|. Es sind also alle Bahnenlédngen durch p

teilbar. Damit gilt
N
p1x1= ()

im Widerspruch zu Proposition 16.4. Also gibt es einen Stabilisator P = G s der Ordnung p".
Dies ist die gesuchte p-Sylow-Untergruppe.
(2) Sei P eine p-Sylow-Untergruppe von G, die es nach (1) gibt. Sei @ eine beliebige p-
Untergruppe. Wir lassen @ auf G/P durch Linkstranslation operieren. Nach Satz 15.5 gilt
| Fix(Q, G/P)| = |G/P| = |G|/|P|=m #0 (mod p)

und | Fix(Q, G/ P)| ist daher nicht durch p teilbar. Es muf also einen Fixpunkt geben. Wenn gP
von @ fixiert wird, dann ist

Q9P =gP
oder dquivalent (Satz 14.30 bestimmt den Stabilisator von gP als Konjugierten des Stabilisators
von P, also P)

QCgPyg™".
Mit P hat auch gPg~! genau p” Elemente und ist eine p-Sylow-Untergruppe. Damit ist @ in
einer p-Sylow-Untergruppe enthalten.
(3) Sei P eine p-Sylow-Untergruppe von G, die es nach (1) gibt. Sei @ eine beliebige p-Sylow-
Untergruppe. Der Beweis von (2) liefert ein g € G mit
QCgPyg™".
Da |Q| = p" = |gPg~!|, folgt Gleichheit. Je zwei p-Sylow-Untergruppen sind also konjugiert.
(4) Wir lassen nun G durch Konjugation auf der Menge der p-Sylow-Untergruppen

B ={P; P ist p-Sylow-Untergruppe von G}
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operieren. Diese Operation ist wohldefiniert, denn konjugierte Untergruppen haben die gleiche
Ordnung. Nach (2) ist diese Operation transitiv. Sei P € 8 und Ng(P) der Stabilisator von P
unter Konjugation mit G. Nach dem Satz von Lagrange, Satz 4.12,

ap = [P = (G : Na(P) | |G|.

Dies zeigt (i).
Nun sei ) eine beliebige p-Sylow-Untergruppe. Wir lassen @ auf 8 durch Konjugation ope-
rieren. Dann gilt nach Satz 15.5

ap = [Fix(Q,B)| = {P € P ; Q S Na(P)}.
Der Stabilisator Ng(P) von P enthélt P als normale Untergruppe. Eine p-Sylow-Untergruppe
Q@ von G mit Q C Ng(P) ist auch p-Sylow-Untergruppe von Ng(P), denn |Ng(P)| teilt |G|
und wird daher nicht durch mehr p-Faktoren geteilt als |G|. Daher sind nach (3) angewandt auf
N¢g(P) die Gruppen P und @ durch ein g € Ng(P) konjugiert! Dann gilt

Q=gPg =P
Die p-Sylow-Untergruppe @ ist also der einzige Fixpunkt, somit zeigt Satz 15.5 die Kongruenz
ap =1 mod p,
und das ist Aussage (ii). O
16.2. Anwendungen der Sylow-Séitze.
Korollar 16.5. Je zwei p-Sylow-Gruppen von G sind zueinander isomorph.

Beweis: Aus Theorem 16.2 (3) folgt: sind S; und S zwei p-Sylow-Gruppen von G, dann gibt
es ein g € GG so dak
Sy = gS1g7 " (16.1)
Somit definiert die Abbildung
g(=)g t: 51— Sy

h— ghg™!
einen Isomorphismus von S; mit Sp. In der Tat ist g(—)g~' als Einschrinkung eines inneren
Automorphismus von G injektiv und wegen (16.1) auch surjektiv. O

Korollar 16.6. Fine p-Sylow-Gruppe von G ist ein Normalteiler von G genau dann, wenn

a,(G) = 1.

Beweis: Ganz allgemein ist eine Untergruppe H < G ein Normalteiler genau dann, wenn fiir

alle g € G gilt
gHg™' = H,

also wenn die Menge der zu H konjugierten Untergruppen nur aus H selbst besteht. Fiir eine
p-Sylow-Gruppe S < G besteht diese Menge nach Theorem 16.2 (3) genau aus der Menge aller
p-Sylow-Gruppen von G. Somit ist S Normalteiler genau dann, wenn a,(G) = 1. O

Als Anwendung der Sylow—Sétze beweisen wir den folgenden Struktursatz. Fiir den Begriff
des semi-direkten Produkts verweisen wir auf [MK13| Beispiel 4.8 und auf Anhang D.

Satz 16.7. Seien p # q Primzahlen und G eine Gruppe der Ordnung |G| = p3q.

(1)  FEine p-Sylowuntergruppe oder eine q-Sylowuntergruppe ist ein Normalteiler.
(2) Sei N eine normale Sylowuntergruppe und H eine Sylowuntergruppe zum anderen Prim-
teiler. Dann ist

G=NxH

ein semi-direktes Produkt beziiglich der Gruppenwirkung

-1
a:HQGM)Aut(N).



136 JAKOB STIX

Beweis. (1) Wenn es nur eine p-Sylowuntergruppe gibt, ist diese Normalteiler und (1) gilt.
Ansonsten folgt aus den Sylow-Sétzen fiir die Anzahl der p-Sylowuntergruppen a,(G) = ¢ und
g =1 (mod p). Insbesondere ist dann g > p.

Die Anzahl a,(G) der g-Sylowunterguppen ist = 1 (mod ¢) und als Teiler von p? eine der
Mbglichkeiten 1,p,p?. Weil ¢ > p, kommt a,(G) = p nicht in Frage. Bei a,(G) = 1 ist die
g-Sylowuntergruppe normal. Es bleibt, a,(G) = p? zu behandeln.

Die ¢-Sylowuntergruppe hat ¢ Elemente und ist daher zyklisch nach Satz 4.21. Zwei verschie-
dene ¢-Sylowuntergruppen schneiden sich daher nur in 1: der Schnitt ist eine Untergruppe und
hat nach dem Satz von Lagrange entweder 1 oder ¢ Elemente, da ¢ eine Primzahl ist.

Wir zdhlen nun die Elemente von Ordnung ¢ in G. Diese Elemente erzeugen jeweils eine
zyklische Gruppe der Ordnung ¢, eine g-Sylowuntergruppe. Daher

{geG;iodlg)=gl=] |J U\{0}=0ay(@)-(g—1)=p*(g—1)=1|G|-p".
UCG, g-Sylow
Jede p-Sylowuntergruppe von G ist enthalten im Komplement aller ¢-Sylowuntergruppen. Da
ist nur Platz fiir genau p?-viele Elemente, also eine p-Sylowuntergruppe. Folglich ist ay(G) =1
im Widerspruch zur anfinglichen Annahme.

(2) Seien N und H wie im Satz. Die induzierte Abbildung f : H — G/N ist injektiv, weil
ker(f) = N N H als Schnitt von Gruppen teilerfremder Ordnung = 1 ist und weil |H| = |G/N]|.
Daher ist

NH =G.
Die Abbildung
v: N xqH— G, w(n,h) =nh
liefert einen Gruppenhomorphismus, wie man leicht aus der Definition von o und dem semi-
direkten Produkt nachrechnet:

p(n,h)p(m, g) = nhmg = n(hmh™")hg = nay,(m)hg = p(nay(m), hg) = ((n, h)(m, g)).
Wegen NH = G ist ¢ surjektiv und ein Isomorphismus wegen |N x, H| = |N| - |H| = |G|. O

UBUNGSAUFGABEN zU §16
Ubungsaufgabe 16.1. Zeigen Sie, dak jede Gruppe der Ordnung 15 zyklisch ist.

Ubungsaufgabe 16.2. Seien p, q zwei verschiedene Primzahlen. Zeigen Sie, da® jede Gruppe der
Ordnung pq einen Normalteiler hat.

Ubungsaufgabe 16.3. Seien p < g zwei Primzahlen mit p { ¢ — 1. Zeigen Sie, daf jede Gruppe der
Ordnung pq zyklisch ist.

Ubungsaufgabe 16.4. Welche n < 100 haben die Eigenschaft: alle Gruppen der Ordnung n sind
zyklisch?
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Teil 5. Appendix
ANHANG A. DER QUOTIENTENKORPER

Satz A.1. EFin Ring R ist ein Integrititsring genau dann, wenn es einen Korper K g¢ibt, so daf
R isomorph ist zu einem Unterring von K.

Beweis. Offensichtlich erbt ein Ring, der isomorph zu einem Teilring eines Kdérpers ist, von
diesem die Kiirzungsregel und ist demnach auch ein Integritétsring.

Sei also umgekehrt R ein Integritdtsring. Wir miissen einen Korper konstruieren, der einen zu
R isomorphen Teilring enthélt. Dies ist die gleiche Konstruktion wie die von Q aus Z. Auf der
Menge

Rx (R\{0})

definieren wir eine Aquivalenzrelation durch
(a,b) ~ (¢,d) <= ad —bc=0.

Diese Relation ist offensichtlich symmetrisch und reflexiv. Zur Transitivitit nehmen wir (a, b) ~
(¢,d) und (c,d) ~ (e, f), also ad = be und ¢f = de. Dann folgt

d(af) = (ad)f = (be)f = blcf) = b(de) = d(be).

Aufgrund der Kiirzungsregel folgt dann af = be, also (a,b) ~ (e, f). Wir schreiben fiir die
Aquivalenzklasse von (a,b) suggestiv
a
67
denn die Aquivalenzrelation entspricht dann durch Erweitern und Kiirzen sich entsprechenden
Briichen: fiir (a,b) ~ (¢, d)
a ac ac ¢

b bc ad d
Die Menge der Aquivalenzklassen bezeichnen wir als Quotientenk6rper von R

Qum(R)::{%

Diese Terminologie rechtferigen wir dadurch, daf wir auf Quot(R) eine Ringstruktur definieren,
die ein Korper ist und die einen zu R isomorphen Teilring hat.

Die Addition auf Quot(R) ist definiert durch

;a,bER,b;ﬁO}.

a ¢ ad+bc
b dT T bd
Die Multiplikation auf Quot(R) ist definiert durch
a ¢ ac
b d bd

Wohldefiniertheit und Ringaxiome werden mit einfachen, aber umfangreichen Rechnungen be-
wiesen. Diese lassen wir zur Ubung. Der Ring Quot(R) ist ein Kérper, da § =0 = % genau wenn
a =0, und fir a,b € R\ {0} folgt
a,_y_ b
(b) a
Die Abbildung

R — Quot(R), a— %

ist ein Ringhomomorphismus. Dieser ist injektiv und damit R isomorph zum Bild (Homomor-
phiesatz), einem Teilring im Korper Quot(R). O
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ANHANG B. EUKLIDISCHE UND NICHT-EUKLIDISCHE HAUPTIDEALRINGE
Beispiel B.1. Der Unterring von C
Zli) ={a+bi; a,beZ} CC
ist ein euklidischer Ring, insbesondere ein Hauptidealring. Als euklidische Gradfunktion dient
N(a + bi) = a® + b* = (a + bi)(a — bi).
Diese Norm ist multiplikativ:
N(zw) = zw - zZw = zZ - ww = N(z)N(w).

Beim Nachweis der Division mit Rest beziiglich N(—) hilft die geometrische Vorstellung: C als
Ebene R? und Z[i] C C als Menge der Gitterpunkte mit ganzzahligen Koeffizienten Z? C R2.
Die Norm N (z) ist dann nichts anderes als das Quadrat des komplexen Absolutbetrags, also das
Quadrat der euklidischen Lange von z: des Abstands von z und 0.

Sei z € Z[i] und 0 # d € Z[i]. In C kénnen wir z/d betrachten. Dazu gibt es einen ,néchsten
Nachbarn“ ¢ € Z[i] mit |z/d — ¢|* < 1/2, das Quadrat der Linge der halben Diagonale eines
Einheitsquadrats. Nach Multiplikation mit d ergibt sich fiir r = d(z/d — q) = = — dq € Z]i]

N(r) = |z = dq* = |d]* - |z/d — q]> < N(d)/2 < N(d),
bei = qd + r. Dies etabliert Division mit Rest beziiglich der euklidischen Gradfunktion N(—).

Beispiel B.2. Sei R ein euklidischer Ring mit euklidischer Gradfunktion ¢ : R\ {0} — Np. Sei
ng der kleinste Wert im Bild von 4. Dann ist

571(77,0) - RX,
denn bei Division mit Rest von 1 durch v mit §(u) = ny
l=qu+r

gilt d(u) > §(r) > nog = d(u), falls r # 0. Dies geht nicht, also muf r = 0 sein. Damit ist 1 = qu
und u eine Einheit.

Sei R kein Korper und = € R\ R*, z # 0 mit 6(z) minimal unter den Werten von § auf
Nichteinheiten. So ein x gibt es, da R kein Korper ist und weil jede nichtleere Teilmenge von Ny
ein minimales Element hat.

Fiir dieses z ist (z) C R ein echtes Ideal. Wir betrachten den Faktorring R/(x). Jedes Element
a € R/(x) darin hat einen Représentanten aus R* U{0}. In der Tat, fiir &« = a+ (z) macht man
Division mit Rest

a=qxr+r
und erhélt
a+ (z)=r+(x).
Wegen r = 0 oder d(r) < 6(x) =: ny ist & = 0 oder mit Représentant r, einer Einheit nach Wahl
von ni. Damit gilt
[R*|+1 2= [R/(x)]. (B.1)
Wir suchen nun einen Hauptidealring, der nicht euklidisch ist. Sei

1++/=19
2 ’

R={a+b a,be?Z} CC.

Man rechnet leicht nach, daf dies ein Unterring von C ist. Schwieriger sind die restlichen Be-

hauptungen, fiir die wir auf eine Zahlentheorievorlesung verweisen:

(a) R ist ein Hauptidealring.
(b) R* ={#£1}.
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Wir fithren nun die Annahme zu einem Widerspruch, R sei euklidisch. Dazu reicht es nach (B.1)
aus nachzuweisen, dak R keinen Faktorring R/(z) mit < 3 Elementen hat. Ein Ring mit 2
Elementen ist notwendigerweise isomorph zu Z/2Z und einer mit 3 Elementen notwendigerweise
isomorph zu Z/3Z. Im ersten Fall ist 2 € (z) und damit

R/(2) - R/(x).
Aber R/(2) ist ein Kérper mit 4 Elementen und hat demnach keinen Faktorring mit 2 Elementen.
Genauso folgt im zweiten Fall 3 € (z) und

R/(3) = R/(x).
Aber R/(3) ist ein Korper mit 9 Elementen und hat demnach keinen Faktorring mit 3 Elementen.
Dies ist der gesuchte Widerspruch zur Existenz einer euklidischen Gradfunktion.

ANHANG C. DER ELEMENTARTEILERSATZ

C.1. Grofiter gemeinsamer Teiler und Matrixmultiplikation. Bevor wir den Elementar-
teilersatz aussprechen und beweisen kénnen, brauchen wir ein paar Vorarbeiten.

Definition C.1. Sei A eine Matrix mit Eintrédgen aus einem Hauptidealring. Es bezeichne
geT(A) den grokten gemeinsamen Teiler der Eintriage der Matrix A.

Lemma C.2. Sei R ein Hauptidealring und A € My xn(R), S € My, (R) und T € My, (R). Dann
qgilt:
(1) ggT(A) teilt ggT(SA) und ggT(AT).
(2) Sind S, T invertierbar, so gilt ggT(A) = ggT(SA) = ggT(AT).
Beweis. (1) Die Eintrége von SA und AT sind Linearkombinationen der Eintrége von A, daher
Vielfache von ggT(A).

(2) Wir wenden (1) auf Multiplikation mit S und mit S=! an. Es folgt

geT(A) | geT(SA) | ggT(S™'SA) = ggT(A)
und daher die gewiinschte Gleichheit ggT(A) = ggT(SA). Die Aussage fiir AT folgt analog. O

Lemma C.3. (1) Sei w = (a1,...,am) € Mixm(R) ein Zeilenvektor und d = ggT(w). Dann
gibt es eine invertierbare Matriz T € GLy,(R) mit wT = (d,0...,0).

(2) Analog gibt es fiir einen Spaltenvektor v der Linge n eine invertierbare Matriz S € GLy,(R)
so, daf in Sv die erste Zeile d ist und alle anderen Eintrige verschwinden.

Beweis. Offenbar sind die Aussagen (1) und (2) durch Transponieren zueinander dquivalent.
Daher beweisen wir nur (2). Wir verwenden Induktion nach der Grofe n des Vektors. Fiir
n = 1 ist nichts zu zeigen. Des weiteren ist die Behauptung des Lemmas fiir Vektoren v und Bv
dquivalent, wenn B eine invertierbare Matrix ist, denn nach Lemma C.2 gilt ggT(v) = ggT(Bwv).

Sei v = (‘f}}) mit einem Spaltenvektor v’ der Lange n — 1. Per Induktionsvoraussetzung gibt
es eine Matrix S’ € GL,_1(R) so dak S’v’ nur noch einen nichtverschwindenden Eintrag d’ in
der ersten Zeile hat. Dann ist die Blockmatrix

10
7=(o 5)

invertierbar, und es hat Bv nur noch nichtverschwindende Eintrdge in den ersten beiden Zeilen.
Jetzt reicht es offenbar, den Fall n = 2 zu beherrschen.
Sein=2und v = (Z;) Nach dem Satz von Bézout gibt es in R eine Relation

T1a1 + To090 = d.

_ z1 T2
S_< —ag/d al/d>
das Gewiinschte: Sv = (g). Es ist d = ggT(Sv) = ggT(v) nach Lemma C.2. O

Damit erfillt die Matrix
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C.2. Fitting-Ideale. Die Eindeutigkeitsaussage im Elementarteilersatz folgt schnell aus der
Theorie der Fittingideale, von der wir nur das notigste beweisen.

Definition C.4. Sei A € M,,»,,(R) eine Matrix mit Eintrigen in einem beliebigen kommutati-
ven Ring R. Fiir v > 0 ist das v-te Fittingideal von A dasjenige Ideal

Fitt,(A) C R,

welches von den Minoren der Gréfte n — v der Matrix A, also den Determinanten von quadrati-
schen (n —v) x (n — v)-Untermatrizen von A, erzeugt wird. Wir setzten

Fitt,(A) = R
(Minoren der Grofe 0 sind per Konvention alle 1), und
Fitt, (A) = (0),

sobald n — v > min{n, m} und damit keine quadratischen Untermatrizen der Grofe n — v in A
Platz finden.

Bemerkung C.5. (1) Da ein (r 4+ 1)-Minor eine Linearkombination von r-Minoren ist, bilden
die Fittingideale einer Matrix A € My« (R) eine aufsteigende Kette von Idealen

(0) C Fittg(A) C Fitty(A) C ... C Fitt,,_1(A) C Fitt,(4) = R

von R. Dabei ist Fitt,_1(A) gerade das von den Eintrdgen von A erzeugte Ideal.
(2) Die Nummerierung der Fittingideale ist auf den ersten Blick merkwiirdig, hat aber einen
tieferen geometrischen Sinn. Es geht um die Struktur des Quotientenmodules

M = R"/AR™.

Der Quotienten R — R/ Fitt, (A) beschreibt den Ort in Spec(R), an dem M einen Rang
> v hat.

Lemma C.6 (Fitting’s Lemma). Sei R ein Ring, A € Myxm(R) und S € GL,(R) und T €
GL(R). Dann gilt

Fitt, (A) = Fitt, (SA) = Fitt, (AT).
Beweis. Man hat nur
Fitt, (SA) C Fitt, (A)
nachzuweisen, denn dann gilt

Fitt, (A) = Fitt, (S~1SA) C Fitt, (SA) C Fitt, (A).

Die Aussage fiir AT erhilt man analog durch Transposition.

Berechnen wir den Minor derjenigen Untermatrix (SA)r; von SA deren Zeilenindizes nur
i € I und Spaltenindizes nur j € J durchlaufen (#I = #.J). Wir stellen zunéchst fest, da die
Zeilenvektoren von (SA);; Linearkombinationen der auf den Indexbereich j € J eingeschrank-
ten Zeilenvektoren von A (alle Zeilen, nicht nur ¢ € I) sind. Dies folgt unmittelbar aus der
Definition der Matrizenmultiplikation. Die Koeffizienten der Linearkombination stehen in der
entsprechenden Zeile von S. Sodann berechnen wir die Determinate von (SA);; vermoge der
Multilinearitét in jeder Zeile als eine Linearkombination von Determinaten von auf den Bereich
j € J eingeschrinkten Zeilenvektoren von A, also entsprechende Minoren von A. Terme, in denen
eine Zeile doppelt auftritt, verschwinden. Damit liegt det(SA);; im entsprechenden Fittingideal
von A. O
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C.3. Struktursatz fiir Matrizen iiber Hauptidealringen.

Satz C.7 (Elementarteilersatz). Sei R ein Hauptidealring und A € Myxm(R).
Dann gibt es invertierbare Matrizen S € GLy(R) und T' € GLy(R), so daf

dq

SAT = 4

mit s < min{n, m} und sich steigend teilenden Elementen dy | da | ... | ds des Rings R. (Alle
restlichen Eintrige der Matriz sind 0.)

Die natirliche Zahl s und die d; bis auf Assoziertheit sind eindeutig bestimmt, d.h., sie hdangen
nicht von den Matrizen S, T ab.

Beweis. Wir werden versuchen, durch Multiplikation mit invertierbaren Matrizen von links und
rechts die Matrix A auf die Blockform

zu bringen, wobei d = ggT(A) gelten soll. Somit teilt d jeden Eintrag der Matrix A’. Wir
schlieken dann per Induktion nach der Grofse n+m der Matrix indem wir den Induktionsschritt
auf die Matrix éA’ € M(,_1)x(m—1)(R) anwenden. Dabei ist wichtig, daf durch Multiplikation
mit invertierbaren Matrizen von links und rechts sich der ggT nicht &ndert, sieche Lemma C.2,
nichts &ndert.

Der Induktionsanfang (n = 1 oder m = 1) wurde bereits in Lemma C.3 bewiesen. Zum
Induktionsschritt wenden wir Lemma C.3 auf die erste Spalte von Ag = A an. Wir finden ein
S € GL,(R), so dak

al ‘ X ooeee X

0
A =SA0=| (C.2)

0
Dabei ist a1 als ggT der ersten Spalte ein Teiler des Eintrags von Ay an derselben Stelle. Nun
wenden wir Lemma C.3 auf die erste Zeile von A; an, und finden 7' € GL,,(R), so dafs
a2 ‘ 0O --- 0
*

Ap=AT=| / (C.3)
. A2

*

Diesmal ist as der ggT der ersten Zeile und damit ein Teiler von a;. Allerdings kontrollieren wir
nicht, ob die Nullen in der ersten Spalte aus dem ersten Schritt erhalten bleiben.

Wir iterieren diese beiden Schritte alternierend und erhalten eine Folge von Matrizen A; mit
erstem Eintrag a; oben links und

Aj41 | a;.

Da in einem Hauptidealring kein Element beliebig oft Teiler mit weniger Primfaktoren haben
kann, mufs nach einer Weile a;11 sich nur noch um eine Einheit von a; unterscheiden. Das
bedeutet, daf dann a; schon der entsprechende ggT ist. In diesem Moment kénnen wir die Nullen
in der ersten Spalte und ersten Zeile durch elementare Spalten- (bzw. Zeilen-)transformationen
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erhalten, namlich durch Addition eines Vielfachen der ersten Spalte (bzw. Zeile), die dann die
bereits vorhandenen Nullen nicht wieder zerstoren. Wir erhélten so eine Matrix der Gestalt

Damit sind wir fast am Ziel. Wir kontrollieren nur noch nicht, daf § alle Eintrage von A’
teilt. Dieses Problem ignorieren wir zunéchst und schlieffen per Induktion nach n 4+ m auf eine

Diagonalgestalt
o1

S (C.5)

Nun gehen wir einen Schritt riickwérts und Addieren per Zeilenoperation die 2 < i < s-te Zeile
zur ersten Zeile dazu. In der Matrix
61 ... Os

5s (C.6)

ist nun der ggT der ersten Zeile gleich ggT(A). Starten wir mit dieser Matrix das Verfahren
erneut, wird die in (C.4) erreichte Matrix sogar die Eigenschaft haben, daf § = ggT(A) ein
Teiler der Matrix A’ ist, also das Ziel (C.1) erreicht ist. Wieder per Induktion nach n + m folgt
die Existenz der gewiinschten Diagonalform.

Jetzt kiimmern wir uns um die Eindeutigkeit der Elemente
dy|da]...|ds

und der Zahl s. Nach Lemma C.6 sind die Fittingideale von A und der erreichten Diagonalform
SAT die gleichen. Wir berechnen mittels der diagonalen Form (in der nur sehr wenige Minoren
von 0 verschieden sind!)

Fitt, (A) = (Hl d;) fallsn—v <s,

(0) fallsn—v>s.

Da dies Invarianten der Matrix A und nicht nur der diagonalen Form SAT sind, schlieften wir,
dak sich s und die Elemente d; bis auf Assoziiertheit eindeutig aus den Fittingidealen von A
und damit der Matrix A rekonstruieren lassen. Dies zeigt die Eindeutigkeit der Parameter der
diagonalen Form.

Lemma C.8. Sei R ein Ring und sei M ein R-Modul mit einem Untermodul M’ und M" =
M/M'. Wenn M' und M" endlich erzeugte R-Moduln sind, dann ist auch M endlich erzeugt.

Beweis. Sei pr: M — M" = M/M’ die Quotientenabbildung. Seien x1,...,z, € M Erzeuger
von M’ und seien y,...,ys € M Elemente, deren Bilder pr(y;),...,pr(ys) Erzeuger von M"”
sind. Dann erzeugen x1,...,Z,,y1,...,ys den Modul M.

Sei dazu z € M beliebig. Dann gibt es by,...,bs € R mit

pr(z) =Y b; pr(ys)-
=1
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Folglich ist  — Y 7_; bjy; im Kern M’ = ker(pr). Daher gibt es a1, ...,a, € R mit

s r
T — Zbiyi = Zazxz O
I=1 =1

Lemma C.9. Sei R ein Hauptidealring, und sei M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann ist
jeder Untermodul N C M ebenfalls endlich erzeugt.

Beweis. Sei M’ C M ein Untermodul. Wir setzen N’ = NN M und N’ = im(N — M" :=
M/M'"). Nach dem Isomorphiesatz folgt N” = N/N'.

Wenn das Lemma fiir M’ und M" gilt, dann sind N’ und N” endlich erzeugt und dann auch
N nach Lemmalem:devissageendlicherzeugt.

Jetzt beweisen wir das Lemma per Induktion nach der Anzahl der Erzeuger von M. Seien
x1,...,x, Erzeuger von M. Dann setzen wir M’ = (x5, ..., x,(g, worauthin M" vom Bild von
x1 erzeugt wird. Damit konnen M’ und M” von weniger Elementen erzeugt werden, und das
Lemma gilt per Induktion fiir M’, M"” und dan auch wie eben fiir M.

Es bleibt der Fall » = 1. Dann ist M = Rxy = R/I ein zyklischer Modul. Ein Untermoduln
N C M hat die Form N = J/I fiir ein Ideal mit I C J C R. Weil R ein Hauptidealring ist, ist
J und damit N = J/I von einem Element erzeugt. O

Theorem C.10 (Struktursatz fiir endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen). Sei R ein
Hauptidealring und sev M ein endlich erzeugter R-Modul.

(1) M ist direkte Summe endlich vieler zyklischer R-Moduln.
(2) Es gibt r € Ny und sich steigend teilenden Elementen di | da | ... | ds des Rings R, die
keine Finheiten sind, und einen R-Modulhomomorphismus

M~ R" & P R/(dy).
i=1
Die Anzahl v der Summanden R und die Anzahl s der Torsionssummanden R/(d;) sowie

die dy | do | ... | ds bis auf Assoziiertheit sind eindeutig, d.h. unabhdngig von der Wahl
der Zerlequng als direkte Summe.

Beweis. Da M als R-Modul endlich erzeugt ist, gibt es einen surjektiven R-Modulhomomorphis-
mus

f:R" > M.

Der Kern N = ker(f) ist als Untermodul von R"™ nach Lemma C.9 auch endlich erzeugt. Es gibt
daher einen R-Modulhomomorphismus

g: R - NCR"

mit Blld N. Als R-Modulhomomorphismus zwischen freien Moduln ist g durch Matrixmultipli-
kation mit einer Matrix A € My, x.,(R) beschrieben.

Der Elementarteilersatz C.7 liefert uns uns invertierbare Matrizen S € GL,(R) und T €
GL,(R), so daf D = SAT diagonal mit Eintrdgen d; | da | ... | ds und sonst Nullen hat. Sei
r =n — s. Es gilt nun

M = R"/A-R™ ~ SR"/SAT(T"'R™) = R"/DR™ = (éR/(di)) @R
i=1

Sollten unter diesen d; Einheiten sein, dann ist der entsprechende Summand 0 und kann wegge-
lassen werden.
Die Eindeutigkeitsaussage beweisen wir nicht. U
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ANHANG D. DAS SEMI-DIREKTE PRODUKT

Wir verallgemeinern die Konstruktion des Produkts. Die Grundlegende Idee kann man in einer
Gruppe G beziiglich einem Normalteiler N von G und einer Untergruppe H C G beobachten,
wenn man im Produkt hx mit « € N und h € H die Faktoren vertauschen mé&chte:

hx = h(z)h 'h = yh

mit y = heh~™! € N. Um an einem Element vorbeizukommen, muft man konjugieren. Aufgrund
der Normalteilereigenschaft bleibt der Faktor wenigstens im Normalteiler N. Dabei wirkt A iiber
die Konjugation h(—)h~! auf dem Normalteiler N:

H — Aut(N),  hw h(=)h 'y,
Dies ist wohldefiniert, weil N ein Normalteiler ist.

Lemma—Definition D.1. Das semi-direkte Produkt einer Gruppe N mit einer Gruppe H
beziiglich des Gruppenhomomorphismus o : H — Aut(N) ist die Gruppe G = N x, H definiert
als Menge durch

G=NxH
und mit der Verknipfung definiert fiir v,y € N und g,h € H durch
(.’13, g)(y7 h’) = (Iag(y)u gh)’
wobei ag(y) die Abkirzung fir o(g)(y) € N ist.

Beweis. Wr miissen zeigen, daf es in N x, H ein neutrales Element gibt. Dies ist e = (1,1),
denn fiir x € N und h € H gilt

(z,h)(1,1) = (zan(1), h) = (2, h) = (ar(x), h) = (1, 1)(z, ).
Weiter miissen wir zeigen, daf die Komposition ein Inverses besitzt. Fir x € N und h € H ist
(z, ) (a1 (271), A7) = (wan(ap-1(27), hh™h) = (zar(271),1) = (2z271,1) = (1,1)
und
(ap-1(@™), (@, h) = (ap-1 (z™Hap-1(2), hh) = (a1 (a7 12), 1) = (a1 (1),1) = (1,1).

Daher ist (aj,-1(x71),h™!) ein Inverses zu (z, h).
Jetzt fehlt noch die Assoziativitét: fir z,y,z € N und g, h, k € H ist

((z,9)(y, ) (2, k) = (zag(y), gh) (2, k) = (zag(z)agn(z), (gh)k)
= (zag(yan(2)), g(hk)) = (z,9)(yan(2), hk) = (2, 9)((y. ) (2, k)). O

Notation D.2. Wenn die Operation aus dem Kontext klar ist, wird das semi-direkte Produkt
auch gerne als N x H := N X, H notiert. Fiir die Verkniipfung bietet sich dann die Schreibweise

(z,9)(y, h) = (zay(y), gh) = (x 9y, gh)

an, die auch ohne o auskommt: agy(y) = 9y.
Auflerdem findet man auch die Notation H x N, wobei dann die Multiplikation als

(h7 -T)(g, y) = (hg7 Oégf1 (‘T)y)
definiert werden mufs.

Bemerkung D.3. Produkte H x K sind spezielle Beispiele von semi-direkten Produkten, ndmlich
fiir den trivialen Gruppenhomomorphismus « : K — Aut(H), also a(k) = idgy fir alle k € K.
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Beispiel D.4. Sei n € N. Die Gruppe Z/27Z = {+1} operiert durch
e.la] = [ed]
fir alle [a] € Z/nZ. Das semi-direkte Produkt mit dieser Operation ist isomorph zur Dieder-

gruppe:
D, ~7Z/nZ x Z]2Z.

Ein Isomorphismus ist gegeben durch d — [1] € Z/nZ und s — —1 € {+1} = Z/2Z.
Beispiel D.5. Als Beispiel konstruieren wir das Kranzprodukt zweier Gruppen H und I' als
die Gruppe
G=HIT:= (HH) X T,
vyerl’
wobei die Operation  : I' — Aut(N) auf N = [[ . H durch die folgende Permutation der
Komponenten operiert. Fiir g € I' und « = (hy),er € N gilt

a(g)(@) = (hqyg)yer-
In der Tat handelt es sich bei a(g) : N — N um einen Automorphismus von N. Und die

Zuordnung g — a4 := «(g) ist ein Gruppenhomomorphismus, denn fiir g;,¢g2 € G und = =
(hy)ver € N gilt

gy (agz (x)) = Qg ((h792)7€F) = (hygigs)yer = Qgyg, ().
Man beachte die Reihenfolge der g;. Es wird « zu yg substituiert, also im zweiten Schritt ~vgo
zu (791)92-
Beispiel D.6. Wir definieren die Blockpermutationsgruppe zu einer disjunkten Zerlegung # =
(B1,...,By)

{1,....,n} =B 10I...1I B,

in Blocke B;. Die Blockpermutationsgruppe ist in .S, die Untergruppe derjenigen Permutatio-
nen, welche Blocke als ganzes in Blocke permutieren:

Sy =1{0 €Sy ; esgibt 7 €S, mit 0(B;) = B, fiir alle 1 <i <r}.
Wenn n = kr und |B;| = k fiir alle 1 < i < r, dann ist S = (Sk)" % S,. Diese Gruppe kann
man mit einer Verallgemeinerung des Kranzprodukts beschreiben.
Proposition D.7. Sei G = N x, H ein semi-direktes Produkt beziiglich der Operation von H
auf N gegeben durch o : H — Aut(N).
(1)  Die Projektion auf die erste Koordinate ist ein Isomorphismus
{(z,1) ; x € N} = N.
Wir betrachten dadurch im Folgenden N als Untergruppe von G.
(2)  Die Projektion auf die zweite Koordinate ist ein Isomorphismus
{(1,h) ; he H} = H.

Wir betrachten dadurch im Folgenden H als Untergruppe von G.
(3) N ist ein Normalteiler in G.
(4) Als Untergruppen von G gilt NN H = {1}.
(5) Jedes g € G besitzt eine eindeutige Darstellung als g = xh mit v € N und h € H.
(6)  Die Operation von H auf N mittels « entspricht der Konjugation in G.

Beweis. Die Aussagen (1) und (2) sind klar: fir x,y € N und h,k € H gelten
(z,1)(y,1) = (zea(y),1) = (zy,1)  und  (1,h)(1,k) = (1,an(1), hk) = (1, hk).

(3) Die Projektion pry : G — H definiert durch pry(z,h) = h fiir alle (z,h) € G ist ein
Gruppenhomomorphismus. Als N = ker(pry) ist IV ein Normalteiler.
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(4) Per Definition ist nur (1,1) € N N H, und das ist das neutrale Element in G.
(5) Sei g = (x,h) in G beliebig. Dann ist
9= (z,h) = (v (1), h) = (2,1)(1,h)
eine gesuchte Zerlegung. Wenn g = (y, 1)(1, k) eine weiter solche Zerlegung ist, dann gilt
(@, h) = (y, 1)(1, k) = (y, k).

Dies zeigt die Eindeutigkeit.
(6) Wir lassen h = (1,h) € H C G auf x = (z,1) € N C G durch Konjugation wirken:

hzh™' = (1,h)(z,1)(1,h) ' = (lap (), h) (1,7 1)
= (ap(z)an(1),hh ") = (an(z),1) = an(x). O
Beispiel D.8. Sei K ein Korper. Die Gruppe
Aff"(K)={f: K" - K" ; esgibt A€ GL,(K), b€ K" mit f(z) = Az + b fiir alle z € K"}
der invertierbaren affin-linearen Abbildungen des K™ mit Komposition als Verkniipfung ist iso-
morph zum semi-direkten Produkt
K" x GL,(K),
wobei A € GL,(K) auf b € K™ durch Matrixmultiplikation b — Ab operiert. Dazu betrachten
wir zu (b, A) € K™ x GL,,(K) die affin-lineare Abbildung
f(b,A) (:17) = Ax + b.
Die Zuordnung f : K" x GL,(K) — Aff"(K) definiert durch (b, A) — f3 4y ist ein Gruppenho-
momorphismus wegen
= flad+b,a0) () = fb,4)@,0)(®)
und aufserdem klarerweise bijektiv.
Der Normalteiler K" im semi-direkten Produkt K™ x GL,,(K) entspricht den Translationen
x — x + b, und die Untergruppe GL,,(K) entspricht den linearen Abbildungen K™ — K™ durch
Matrixmultiplikation, also den affin-linearen Abbildungen, welche den Ursprung fixieren.

Beispiel D.9. Die Gruppe der Bewegungen des R-Vektorraums R™ als euklidischem Vektorraum
beziiglich des Standardskalarprodukts ist die Untergruppe von Aff"(R) gegeben durch
R"™ x O, (R).
Dies sind die affin-linearen Abbildungen mit orthogonalem Matrixanteil.
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