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Die Jordannormalform stellt das erste interessante Strukturtheorem der linearen Algebra dar. Es
beantwortet die Frage nach der Klassifikation von Endomorphismen eines endlich dimensionalen
Vektorraums. Zwar hat man üblicherweise, wenn man in der Vorlesung über lineare Algebra
auf diese Fragestellung trifft, schon andere Strukturaussagen angetroffen: alle Vektorräume sind
frei und über ihre Dimension klassifiziert; lineare Abbildungen entsprechen Matrizen; der Raum
der Determinantenfunkionen hat Dimension 1. Jedoch fällt die Antwort im Fall der Jordan-
normalform deutlich vielfältiger aus. Es verwundert daher nicht, daß auch der Beweis und die
algebraischen Hilfsmittel aufwendiger sind.

Der vorliegende Text leitet die Jordannormalform aus dem Elementarteilersatz ab. Dies ent-
spricht dem Vorgehen der Vorlesung. Ist man an diesem Ansatz interessiert, so braucht man nur
die Kapitel 1 & 4 zu lesen. Allerdings befinden sich die wesentlichen Beispiele, die insbesondere
den ‘Jordanblock’ einführen in Kapitel 2. Dort wird man auch auf einen anderen Zugang zum
Struktursatz vorbereitet, der dann in Kapitel 3 verfolgt wird. Der Struktursatz wird in Kapitel 3
in seinem schwierigsten Abschnitt mit drei unterschiedlichen Argumenten bewiesen. Aus dieser
Perspektive ist die Jordannormalform ein Korollar aus dem Struktursatz.

Mein Dank gilt Armin Holschbach und Igor Ronkine für eine kritische Durchsicht einer ersten
Version dieses Textes.

1



1 ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN 2

1 Algebraische Grundlagen

Alle Ringe seien kommutativ und mit 1.

1.1 Quotienten

Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Zu einem Untermodul N ⊂ M kann man den Quotienten
M/N bilden. Dieser ist über die folgende Eigenschaft charakterisiert.

Definition 1.1. (1) Eine Abbildung von R-Modulen pr : M → M heißt Quotient von M
nach dem R-Untermodul N ⊂M , falls: (i) pr(N) = 0 und (ii) jeder Morphismus ϕ : M → T
in einen R-Modul T mit ϕ(N) = 0 eindeutig zu einem Morphismus ϕ : M → T faktorisiert, dh.
ϕ = ϕ ◦ pr. Die Abbildung pr heißt Quotientenabbildung.

(2) Eine Abbildung von R-Moduln p : M →M heißt Kokern des R-Modulhomomorphismus
f : N → M , falls: (i) p ◦ f = 0 und (ii) jeder Morphismus ϕ : M → T in einen R-Modul T mit
ϕ ◦ f = 0 eindeutig zu einem Morphismus ϕ : M → T faktorisiert, dh. ϕ = ϕ ◦ p. Die Abbildung
p heißt Quotientenabbildung. Nachlässigerweise nennt man oft M einfach coker(f) oder den
Kokern von f .

Wie üblich kontrolliert die universelle Eigenschaft Quotienten und Kokerne. Etwa folgt aus
der Definition leicht, daß Quotienten und Kokerne eindeutig sind bis auf eindeutigen Isomor-
phismus und daß coker(f) der Quotient von M nach dem Bild f(N) ist. Beide Begriffe müssen
aber durch eine Konstruktion, welche ihre Existenz zeigt, zum Leben erweckt werden.

Sei N ⊂M ein Untermodul. Auf M wird durch m ∼ m′ ⇐⇒ m′−m ∈ N eine Äquivalenz-
relation definiert. Die Menge der Äquivalenzklassen bezeichnen wir mit M/N . Die Abbildung
pr : M → M/N ordne jedem m seine Klasse m := m + N zu. Man mache sich klar, daß auf
M/N eine eindeutige R-Modulstruktur existiert, so daß pr ein R-Modulhomomorphismus ist.
Man hat nur zu beobachten, daß die Summe zweier Klassen und das a-fache einer Klasse für
a ∈ R wieder nur in einer Klasse in M/N sind:

(m+N) + (m′ +N) = (m+m′) +N, a(m+N) = am+ aN ⊂ am+N .

Die Axiome für diese Operationen sowie die Eigenschaft, daß pr ein Abbildung von R-Moduln
ist, folgen automatisch. Offensichtlich ist pr : M →M/N ein Quotient von M nach N . Denn sei
ϕ : M → T gegeben, so kann eine Faktorisierung ϕ : M/N → T nur durch

ϕ : m+N 7→ ϕ(m)

definiert werden. Das einzige Problem ist die Wohldefiniertheit, ein Morphismus ist ϕ auto-
matisch. Dieses ϕ ist genau dann wohldefiniert, wenn für alle m ∈ M und n ∈ N schon
ϕ(m+ n) = ϕ(m) gilt. Dies ist offenbar äquivalent mit ϕ(N) = 0.

Die Konstruktion zeigt auch, daß Quotientenabbildungen surjektiv sind.

Definition/Satz 1.2 (Homomorphiesatz). Ist f : M � M eine surjektive Abbildung von
R-Moduln, dann heißt nachlässigerweise M auch Quotient von M , denn es gilt kanonisch M ∼=
M/ ker(f). Es ist also in der Tat f ein Quotient von M nach dem Untermodul ker(f).

Beweis: Gemäß der universellen Eigenschaft induziert f wegen f
(

ker(f)
)

= 0 eine Abbildung
M/ ker(f)→M von R-Moduln. Diese ist injektiv und surjektiv. �

Die Notation M/N deutet an, daß man die Information aus N vernachlässigt hat und nur
noch betrachtet, was in M zwischen ‘M und N ’ oder ‘modulo N ’ passiert.

Die Untermoduln des Rings R aufgefaßt als R-Modul über sich selbst heißen Ideale des
Rings. Das von Elementen ai ∈ R, i ∈ I erzeugte Ideal bezeichnet man mit (ai; i ∈ I). Es
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enthält alle endlichen (d.h. fast alle ri = 0) Summen
∑

i riai mit ri ∈ R. Sei a ⊂ R ein Ideal
von R. Dann ist R/a nicht nur ein R-Modul, sondern sogar ein Ring und pr : R → R/a ein
Ringhomomorphismus. Die Multiplikation auf R/a wird wieder durch

(r + a) · (r′ + a) = rr′ + ra + r′a + a2 ⊂ rr′ + a

auf ihre Wohldefiniertheit überprüft. Die Axiome eines Rings gelten für R/a automatisch. Sie
folgen aus den entsprechenden Eigenschaften von R. Es gilt nun der Satz:

Satz 1.3. R/a-Moduln entsprechen eindeutig R-Moduln, auf denen a trivial operiert. Für solche
Moduln M,N gilt HomR(M,N) = HomR/a(M,N).

Beweis: Die Aussage des Satzes muß wie folgt präzisiert werden: (1) ein R/a-Modul M wird
vermöge r·m = (r+a)m,∀r ∈ R,m ∈M ein R-Modul, (2) gilt in einem R-Modul N , daß aN = 0
verschwindet, so trägt N eine R/a-Modulstruktur vermöge (r + a) · n = rn,∀r ∈ R, n ∈ N .

Man hat nur die Wohldefiniertheit nachzuweisen. Die Aussage über die Hom’s ergibt sich
unmittelbar. �

Definition 1.4. (1) Sei x ∈ M ein Element eines R-Moduls. Das Annulatorideal von x ist
das Ideal

Ann(x) = {r ∈ R | rx = 0}.

(2) Sei M ein R-Modul. Das Annulatorideal von M ist

Ann(M) = {r ∈ R | ∀x ∈M : rx = 0} =
⋂
x∈M

Ann(x).

Damit ist Ann(x) nichts anderes als der Kern der Abbildung R → M, r 7→ rx. Man erhält
eine Injektion

ι : R/Ann(x) ↪→M, r 7→ rx . (1.1)

Das Annulatorideal ist gerade so definiert, daß ι wohldefiniert und injektiv ist. Das Bild von ι
ist der von x erzeugte R-Untermodul 〈x〉R für den wir deshalb auch

(
R/Ann(x)

)
· x = Rx ⊆M

schreiben.

1.2 Hauptidealringe

Ordnet man einem mathematischen Objekt einen linearen Raum als Invariante zu, so erbt dieser
zu jeder Symmetrie des Objekts einen Endomorphismus. Die Frage nach der Klassifikation von
Endomorphismen liegt daher auf der Hand. Der algebraische Gehalt dieser Frage wird durch die
folgende Beobachtung anvisiert, siehe auch [ArtinM, Kap. 12 §7].

Satz 1.5 (Übersetzungssatz).

(1) Sei K ein Körper. Dann entsprechen sich folgende Daten:

(a) K[X]-Moduln M .

(b) K-Vektorräume V zusammen mit einem Endomorphismus ϕ ∈ EndK(V ).

(2) Entsprechen sich M und (V, ϕ) nach (1), so gibt es folgende Beziehungen ihrer Struktur:

(a) Die Multiplikation mit X auf M entspricht dem Endomorphismus ϕ von V .

(b) Untermoduln von M entspechen ϕ-invarianten Unterräumen von V .

(c) Eine Zerlegung von M als direkte Summe von K[X]-Moduln entspricht einer Zerle-
gung von V als direkte Summe von ϕ-invarianten Unterräumen.
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(d) Zyklische, d.h. von einem Element erzeugte Moduln M entsprechen ϕ-zyklischen V ,
d.h. V wird aufgespannt von v, ϕ(v), ϕ2(v), . . . für ein Element v ∈ V .

(e) Das Annulatorideal von M wird vom Minimalpolynom von ϕ auf V erzeugt.

(f) Es ist M endlich erzeugt als K[X]-Modul und Torsion, d.h. jedes m ∈ M wird von
einem von 0 verschiedenen Element f ∈ K[X] annulliert (fm = 0), genau dann wenn
V endliche K-Dimension hat.

Beweis: (1) Dies muß wieder präzisiert werden. Sei (V, ϕ) ein Paar wie in (b). Dann wird für
v ∈ V und a0 + a1X + . . .+ anX

n ∈ K[X] durch

(a0 + a1X + . . .+ anX
n)v := a0v + a1ϕ(v) + . . . anϕ

n(v)

auf V eine K[X]-Modulstruktur erklärt (ϕn = ϕ ◦ . . . ◦ ϕ mit n-Faktoren ϕ).
Sei andererseits M ein K[X]-Modul, so operiert K ⊂ K[X] durch die konstanten Funk-

tionen auf M und macht aus dem Modul einen K-Vektorraum. Als K-Vektoraum trägt M
einen Endomorphismus ϕ : m 7→ Xm, die Multiplikation mit X. Diese verträgt sich mit der
K-Vektorraumstruktur, da im Polynomring aX = Xa für a ∈ K gilt.

Diese beiden Konstruktionen sind invers zueinander und liefern nur unterschiedliche Betrach-
tungsweisen der algebraischen Struktur auf der Menge V = M .

(2) Der Beweis der Aussagen (a)–(d) sollte unmittelbar klar sein. Die Aussage (e) gilt per
Definition des Minimalpolynoms. Daß man überhaupt ein Minimalpolynom definieren kann,
folgt aus der Eigenschaft des Polynomrings, ein Hauptidealring zu sein.

Bei (f) schließe man wie folgt. IstM erzeugt vonm1, . . . ,ms, welche jeweils von fi(X) ∈ K[X]
annulliert werden, dann gibt es eine surjektive Abbildung

s⊕
i=1

K[X]/
(
fi(X)

)
�M,

(
hi(X)

)
1≤i≤s 7→

s∑
i=1

hi(X)mi .

Der Modul K[X]/
(
f(X)

)
hat eine K-Basis 1, X, . . . ,Xdeg(f)−1 und ist somit als K-Vektorraum

endlich dimensional. Dies gilt dann auch für den Quotienten M .
Ist andererseits V von endlicher Dimension, so folgt nach dem Satz von Cayley–Hamilton,

siehe Satz A.1, daß die Auswertung in X = ϕ des charakteristischen Polynoms chrϕ(X) des
Endomorphismus ϕ die Nullabbildung ist. Mit anderen Worten chrϕ(X)V = 0. Somit liefert die
K[X]-Modulstruktur auf V einen Torsionsmodul. Er ist endlich erzeugt, da dies bereits für V
gilt, wo man zum Erzeugen ja nur den Teilring K ⊂ K[X] zur Verfügung hat. �

Das Studium von Endomorphismen vonK-Vektorräumen wird nach Satz 1.5 auf das Studium
von Moduln unter K[X] reduziert.

Beispiel 1.6. (1) Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum mit Endomorphismus ϕ. Der
entsprechende K[X]-Modul M zerfalle als direkte Summe M = M1 ⊕M2. Dann hat ϕ in einer
geeigneten Basis Blockdiagonalgestalt. In der Tat hat man nur die Basis von V aus Basen der
den Moduln Mi zugrundeliegenden Vektorräumen zusammenzusetzen. Aus ϕ(Mi) ⊆ Mi und
der Art und Weise, wie man Endomorphismen Matrizen zuordnet, folgt die Blockdiagonalform
glasklar. Wem dies nicht so geht, der oder die wiederhole das Thema Endomorphismen und
Matrizen.

(2) Sei V ein ϕ-zyklischer Modul mit Erzeuger v ∈ V . Sei (f) ⊂ K[X] das Annulatorideal
von v ∈ V , wobei wir V als K[X]-Modul auffassen. Wir nehmen oBdA an, daß f(X) = Xn +
an−1X

n−1 + · · · + a1X + a0 normiert und vom Grad n ist. Die Abbildung (1.1) liefert einen
Isomorphismus K[X]/(f) ∼= V von K[X]-Moduln. Wir studieren daher das Beispiel K[X]/(f),
wobei ϕ durch die Multiplikation mit X gegeben ist.
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Die bevorzugte Basis ist nun B = (1, X,X2, . . . , Xn−1). Es ergibt sich folgende Matrix, die
Begleitmatrix zu f . (Zur Klarheit dieses Fakts siehe (1)).

Λ(f) := M B
B (ϕ) = M B

B (X·) =



0 . . . . . . 0 −a0

1
. . . 0 −a1

0
. . . . . .

...
...

...
. . . . . . 0 −an−2

0 . . . 0 1 −an−1


Ist speziell f(X) = X − λ für ein λ ∈ K, so ist K[X]/(X − λ) von Dimension 1 und die
Begleitmatrix ist Λ(X − λ) = (λ) ∈M1(K). Es operiert X durch Multiplikation mit λ.

(3) Eine (fallende) Filtration der Länge n eines Moduls M ist eine Folge von Untermoduln
F iM für 0 ≤ i ≤ n mit

M = F 0M ⊇ F 1M ⊇ . . . ⊇ F iM ⊇ F i+1M ⊇ . . . ⊇ FnM = 0 .

Besitzt der endlich erzeugte Torsions-K[X]-Modul M eine solche fallende Filtrierung, so gilt
XF iM ⊂ F iM und die Matrix des zugehörigen Endomorphismus hat untere Blockdreiecksge-
stalt. Man wählt für die Quotienten F iM/F i+1M Basen als K-Vektorräume und liftet diese zu
Systemen Bi von Elementen in F iM . Dann ist B = (B0,B1, . . . ,Bn−1) eine geeignete Basis
für die untere Blockdiagonalgestalt. Auch dies sollte glasklar sein, siehe (1).

Natürlich ist die Richtung der Nummerierung in der Filtration willkürlich. Dreht man sie
um, so erhält man eine (steigende) Filtration der Länge n auf dem Modul M als eine Folge
von Untermoduln FiM für 0 ≤ i ≤ n mit

0 = F0M ⊆ F1M ⊆ . . . ⊆ FiM ⊆ Fi+1M ⊆ . . . ⊆ FnM = M .

Jetzt ergibt sich analog mit den Lifts Bi von Basen der FiM/Fi−1M als K-Vektorräume eine
Basis B = (B1, . . . ,Bn) von M als K-Vektorraum, in dem die Multiplikation mit X obere
Blockdreiecksgestalt annimmt.

Der Ring K[X] ist ein Hauptidealring und dies ist für die weitere algebraische Betrachtung
seine wesentliche Eigenschaft:

Definition 1.7. Ein Hauptidealring ist ein Integritätsring R, in dem jedes Ideal von einem
Element aus R erzeugt wird. Jedes Ideal ist also ein Hauptideal.

Wir erinnern an folgende Fakten:

Satz 1.8. Hauptidealringe sind faktoriell.

Beweis: [Meyb, Satz 3.6.14]. �
Das bedeutet: In einem Hauptidealring sind irreduzible Elemente prim und es gilt die eindeu-

tige Primfaktorzerlegung. Es heißen zwei Elemente assoziiert, wenn sie sich nur um eine Einheit
unterscheiden. In Primfaktorzerlegungen gelten assoziierte Primelemente als gleich.

Satz 1.9. Euklidische Ringe sind Hauptidealringe.

Beweis: [Meyb, Satz 3.6.18]. �
In der Tat kann man mit Hilfe der euklidischen Gradfunktion und der geforderten/axiomati-

sierten Eigenschaft ‘Teilen mit kleinerem Rest’ feststellen, daß jedes Ideal a eines euklidischen
Rings R von einem Element kleinsten Grades in a erzeugt wird. Beispiele für euklidische Ringe
und damit Hauptidealringe sind Z und K[X].
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In einem Hauptidealring kann man aufgrund der Faktorialität vom kleinsten gemeinsamen
Vielfachen oder dem größten gemeinsamen Teiler von endlich vielen Elementen sprechen. Diese
sind auch wieder nur bis auf Einheiten wohldefiniert. Ein zentrales Motiv der Strukturtheorie
von Moduln über Haupidealringen ist der folgende Satz.

Satz 1.10 (Satz von Bézout). Sei R ein Hauptidealring und a1, . . . , an ∈ R mit größtem
gemeinsamen Teiler d. Dann gilt (a1, . . . , an) = (d). Insbesondere gibt es αi ∈ R, 1 ≤ i ≤ n mit∑

i αiai = d.

Beweis: Das von a1, . . . , an erzeugte Ideal ist ein Hauptideal (d′). Da alle ai von d geteilt
werden, gilt (d′) ⊆ (d).

Andererseits liegt ai ∈ (d′) und somit teilt d′ alle ai und damit auch deren größten gemein-
samen Teiler d, ergo (d) ⊆ (d′).

Aus (d) = (d′) = (a1, . . . , an) folgt, daß d eine R-Linearkombination der ai ist. �
Dem Satz von Bézout folgend vereinbaren wir für den größten gemeinsamen Teiler d von

Elementen a1, . . . , an eines Hauptidealrings R die Notation d = (a1, . . . , an), also die gleiche,
wie für das von den Elementen erzeugte Ideal. Elemente a1, . . . , an heißen teilerfremd, wenn
(a1, . . . , an) = 1.

Der euklidische Algorithmus führt für euklidische Ringe, etwa für Z und K[X], zu einer
effektiven Version des Satzes von Bézout, siehe Aufgabe 15, LA2, SoSe 2003.

Satz 1.11 (Chinesischer Restsatz). Seien a, b ∈ R teilerfremde Elemente eines Hauptideal-
rings R. Dann gilt kanonisch R/(ab) ∼= R/(a)×R/(b).

Korollar 1.12. Ist speziell R = K[X] und f =
∏n
i=1 p

e1
i die Zerlegung in (paarweise verschie-

dene) Primfaktoren pi von f , so gilt kanonisch

K[X]/(f) ∼=
n∏
i=1

K[X]/(peii ) .

Zunächst ein paar Anmerkungen: (a) Das Korollar 1.12 gilt natürlich auch für beliebige
Hauptidealringe und folgt per Induktion über die Anzahl der verschiedenen Primfaktoren, die
in f auftauchen, sofort aus Satz 1.11. Wir haben hier auf den Fall K[X] spezialisiert, damit der
Fall, der uns interessiert, besonders hervorgehoben wird. Zyklische Moduln wie in Beispiel 1.6(2)
sind also nur dann Kandidaten für einen unzerlegbaren, quasi atomaren Bestandteil unseres
Klassifikationsproblems, wenn das Annulatorideal (f) von einer Primpotenz erzeugt wird. Man
überlege sich, daß dann in der Tat der Modul K[X]/(pe) keine weitere Zerlegung als direkte
Summe von K[X]-Moduln zuläßt.

(b) Der Chinesische Restsatz limitiert Eindeutigkeitsaussagen für Zerlegungen von Moduln
über Hauptidealringen als Summe zyklischer Moduln.

(c) In der obigen Formulierung tauchen direkte Produkte statt direkter Summen auf. Da nur
endlich viele Summanden/Faktoren auftreten, sind beide Konstruktionen als Moduln kanonisch
isomorph, vgl. Aufgabe 5, LA 2, SoSe 2003. Die natürlichen Abbildungen R/(ab)� R/(a) und
R/(ab)� R/(b) liefern allerdings (i) eine Abbildung in das Produkt und sind (ii) überdies auch
Abbildungen von Ringen. Für Ringe sind Produkte wieder Ringe, während man für Objekte mit
der universellen Eigenschaft der Summe das Tensorprodukt bemühen muß.

Beweis von Satz 1.11: Nach dem Satz von Bézout gibt es α, β ∈ R mit 1 = αa + βb. Wir
setzen ea := βb und eb = αa. Damit gilt ea + eb = 1 und in R/(ab) auch eaeb = αβab = 0,
woraus e2

a = ea(ea + eb) = ea und e2
b = eb in R/(ab) folgt. Des weiteren gilt in R/(a), daß eb = 0

und ea = 1− eb = 1. Analog gilt ea = 0 und eb = 1 in R/(b).
Damit erhält man zur kanonischen Abbildung pr : R/(ab) → R/(a) × R/(b), r 7→

(
r, r
)

das
folgende Inverse ψ : (r, s) 7→ rea + seb. Dazu muß man nachrechnen, daß die Abbildungen pr
und ψ wohldefiniert sind und
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• ψ(pr(r)) = rea + reb = r(ea + eb) = r in R/(ab),

• pr(ψ(r, s)) =
(
rea + seb, rea + seb

)
= (r, s) in R/(a)×R/(b).

Damit ist tatsächlich ψ ein Inverses zu pr und der Satz bewiesen. �
Alternativer Beweis: Wir bestimmen den Kern der Abbildung pr : R → R/(a) × R/(b),

welche r ∈ R nach (r, r) abbildet. Es gilt r ∈ ker(pr) genau dann, wenn r ∈ (a) und r ∈ (b),
also r sowohl Vielfaches von a als auch von b ist. Da a und b teilerfremd sind, folgt aus der
endeutigen Primfaktorzerlegung in R, daß r ein Vielfaches des Produktes ab sein muß. Daher ist
ker(pr) = (ab). Nach der universellen Eigenschaft des Quotienten R/(ab) faktorisiert pr zu einer
Abbildung pr : R/(ab) → R/(a)× R/(b). Da ker(pr) = (ab) gilt ist pr injektiv. Bis jetzt haben
wir nur die eindeutige Primfaktorzerlegung ausgenutzt (dies reicht nicht für die Surjektivität,
wie das Beispiel Z[X] mit a = X und b = 2 zeigt).

Wir verwenden entweder die Idempotente ea, eb aus dem vorherigen Beweis und finden mit
rea+ seb ein Urbild von (r, s) oder wir spezialisieren uns auf den Fall R = K[X]. In diesem Fall
sind R/(ab), R/(a) und R/(b) auch K-Vektorräume der Dimension deg(ab),deg(a) und deg(b).
Aus der Additivität des Grades bei Multiplikation ergibt sich, daß pr eine injektive K-lineare
Abbildung zwischen Vektorräumen der gleichen endlichen Dimension ist. Es muß daher pr ein
Isomorphismus sein. �

Zu einer Zerlegung als direkte Summe gehören Idempotente in den Endomorphismen, vgl.
Aufgabe 45, LA1, WS 2002/2003, und dies sind ea, eb aufgefaßt via Multiplikation als Endomor-
phismen von R/(ab) . In der Tat gilt dann R/(ab) = eaR/(ab)⊕ebR/(ab). Diese Zerlegung stimmt
mit der obigen überein, da eaR/(ab) ∼= R/(a), ear 7→ ear = r und ebR/(ab) ∼= R/(b), ebr 7→ ebr =
r Isomorphismen sind. Die Wohldefiniertheit aller verwendeten Abbildungen möge der Leser zur
Übung kontrollieren.

Satz 1.13 (Restklassenkörper). Sei p ein Primelement eines Hauptidealrings R. Dann ist
der Restklassenring R/(p) =: κ(p) ein Körper, der Restklassenkörper bei (p).

Beweis: Sei r ∈ R/(p) von 0 verschieden. Dann teilt p nicht r und folglich kann der größte
gemeinsame Teiler von p und r nur 1 sein. Nach dem Satz von Bézout gibt es dann π, ρ ∈ R mit
πp+ ρr = 1. Dies bedeutet, daß ρ ein Inverses zu r in R/(p) darstellt. �

Als Beispiel sei Fp als Quotient von Z nach dem von der Primzahl p erzeugten Ideal genannt.
Des weiteren gehört zu einem irreduziblen Polynom p ∈ K[X] der Restklassenkörper κ(p) =
K[X]/(p). Er enthält den Körper K als Unterkörper, denn eine Basis als K-Vektorraums des
Quotienten K[X]/(p) ist durch (1, X, . . . ,Xdeg(p)−1) gegeben. Wir stellen fest: ein Körper mit
vielen irreduziblen Polynomen p hat viele interessante Körpererweiterungen K ⊂ κ(p).

Satz 1.14. Sei p ∈ K[X] irreduzibel. Der Körper κ(p) hat folgende Eigenschaft. Das Polynom
p(X) hat eine Nullstelle in κ(p) und für jede K-Algebra A gilt

HomK−Algebren

(
κ(p), A

)
= {α ∈ A | p(α) = 0} .

Beweis: Das ‘=’ bedeutet hier wie so oft eine kanonische Identifikation. Die Gleichung
p(α) = 0 ist dabei so aufzufassen, daß vermöge der K-Algebrastruktur K ⊆ A eine polynomiale
Gleichung in A entsteht, deren Lösungen mit K-Morphismen κ(p) → A identifiziert werden
sollen.

Wir schreiben x ∈ κ(p) für das Element X+(p) ∈ K[X]/(p). Dann gilt p(x) = p(X)+(p) = 0
in κ(p). Damit hat das Polynom p(X) über dem Körper κ(p) die Nullstelle x.

Sei α eine Nullstelle von p(X) in der K-Algebra A. Dann ist κ(p) = K[X]/(p) → A,
f(X) 7→ f(α) eine wohldefinierte Abbildung von K-Algebren. Umgekehrt sei ϕ : κ(p) → A
ein Morphismus von K-Algebren, dann ist α = ϕ(x) eine Lösung von p(X) = 0 in A, denn
p(α) = p(ϕ(x)) = ϕ(p(x)) = ϕ(0) = 0. Diese beiden Konstruktionen sind invers zueinander. �
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Korollar 1.15 (Existenz von Zerfällungskörpern). Zu einem Polynom f ∈ K[X] gibt es
eine Körpererweiterung K ⊆ L, so daß f aufgefaßt als Polynom in L[X] in Linearfaktoren
zerfällt.

Beweis: Nach dem vorherigen Satz wissen wir, wie man zu einem irreduziblen Faktor von
f eine Nullstelle in einer Körpererweiterung findet. Eine Nullstelle läßt sich als Linearfaktor
abspalten, so daß wir den Beweis durch Induktion über den Grad von f abschließen können. �

Ein minimales L wie in Korollar 1.15 heißt Zerfällungskörper von f ∈ K[X].

2 Die Primärzerlegung von Torsionsmoduln

Die Dimension ist eine wichtige Invariante von K-Vektorräumen. So kann ein endlich dimensio-
naler K-Vektorraum nicht beliebig lange Filtrationen durch Untervektorräume beinhalten. Dies
liefert eine Endlichkeitsaussage, die in der Strukturtheorie von K[X]-Moduln ausgenutzt wer-
den kann. In der Algebra wird dieser Begriff als ‘noethersch’ und ‘artinsch’ axiomatisiert. Für
unsere Zwecke der Analyse der Struktur von Moduln über Hauptidealringen reicht es aus, sich
auf endlich erzeugte Torsionsmoduln zu beschränken, um eine analoge Endlichkeitseigenschaft
verwenden zu können. Wir erinnern an die folgende Definition.

Definition 2.1. (1) Auf einem R-Modul M operiert ein Element f ∈ R durch Multiplikation
als R-Modulhomomorphismus, dessen Kern wir die f-Torsion von M nennen und mit M [f ]
bezeichnen. Es ist M [f ] = {m ∈ M | fm = 0}. Sind f und f ′ assoziiert, d.h. unterscheiden sich
nur um eine Einheit, so gilt M [f ] = M [f ′].

(2) Ein R-Modul M heißt Torsionsmodul, falls M =
⋃

0 6=f∈RM [f ].
(3) Sei R ein Integritätsring. Der R-Untermodul Mtors =

⋃
0 6=f∈RM [f ] von M heißt Torsion

von M und ist der maximale Torsionsuntermodul von M . In der Tat ist Mtors ein Untermodul,
denn aus fimi = 0 für i = 1, 2 mit fi 6= 0 folgt f1f2(m1 +m2) = 0 und f1f2 6= 0.

(4) Sei nun R ein Hauptidealring und p ∈ R ein Primelement. Die Elemente eines R-
Moduls M , welche von einer Potenz von p annulliert werden, nennt man p-primär und dem
R-Untermodul ihrer Vereinigung M [p∞] :=

⋃
nM [pn] nennt man die p-primäre Komponente

von M . Gilt M = M [p∞], so nennt man M p-primär.

In unserem leitenden Beispiel eines Vektorraums V mit Endomorphismus ϕ, den wir so als
K[X]-Modul auffassen, indem X durch ϕ operiert, können wir in einem Spezialfall Torsion und
p-Primärkomponente angeben. Sei V von endlicher Dimension. Dann handelt es sich nach dem
Satz von Cayley–Hamilton, Satz A.1, bei V um einen endlich erzeugten K[X]-Torsionsmodul,
siehe Satz 1.5(f). Der Eigenraum Vλ zum Eigenwert λ ∈ K ist nichts anderes als die (X − λ)-
Torsion V [X − λ]. Ist überdies ϕ diagonalisierbar, so ist sogar Vλ = V [(X − λ)∞] die entspre-
chende Primärkomponente und es gilt V =

⊕
λ Vλ. Der Modul ist also die direkte Summe seiner

Primärkomponenten. Dies ist kein Zufall.

Satz 2.2 (Primärzerlegung). Sei M ein endlich erzeugter Torsionsmodul über dem Haupt-
idealring R. Dann gilt:

(1) M =
⊕

p primM [p∞], und nur endlich viele Primärkomponenten verschwinden nicht.

(2) Es gibt ein (minimales bezüglich Teilbarkeit) f ∈ R mit fM = 0, und wenn f =
∏
pα(p)

seine Zerlegung in Primfaktoren ist, so gilt genauer M =
⊕

p teilt f M [pα(p)].

(3) Sei r ∈ R. Die Multiplikation mit r auf der p-Primärkomponente M [p∞] ist

ein Isomorphismus ⇐⇒ p teilt r nicht,
nilpotent ⇐⇒ p teilt r.
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(4) Mit M [p′] :=
⊕

q 6=pM [q∞] erhalten wir die eindeutige direkte Zerlegung von M = M [p∞]⊕
M [p′] in einen Summanden, auf dem die Multiplikation mit p nilpotent ist, und einen
zweiten Summanden, auf dem die Multiplikation mit p ein Isomorphismus ist.

Beweis: Wir zeigen (2). Seien m1, . . . ,ms Erzeuger von M und fi ∈ R von 0 verschiedene
Elemente mit fimi = 0, 1 ≤ i ≤ s. Dann annulliert f1 · . . . · fs 6= 0 den Modul M . Somit ist
Ann(M) := {f ∈ R | fM = 0} ein von 0 verschiedenes Ideal von R. Da R ein Hauptidealring
ist, gilt Ann(M) = (f) für ein geeignetes f 6= 0. Dieses f ist minimal bezüglich Teilbarkeit mit
der Eigenschaft fM = 0.

Sei nun f =
∏n
i=1 p

αi
i die Zerlegung in Primfaktoren. Für n = 0, 1 ist nichts zu tun. Sei daher

n > 1. Der größte gemeinsame Teiler der Elemente p′i =
∏
j 6=i p

αj
j für 1 ≤ i ≤ n ist 1. Gemäß

des Satzes von Bézout, Satz 1.10, wählen wir ai ∈ R mit 1 =
∑n

i=1 aip
′
i. Setzen wir ei = aip

′
i,

so gilt in EndR(M) für die Multiplikationsabbildungen eiej = 0 für i 6= j. In der Tat ist f ein
Teiler von eiej , ergo eiej ∈ Ann(M). Des weiteren sind die ei in EndR(M) Idempotente:

ei = ei(
n∑
j=1

ej) = e2
i .

Wir definieren die Untermoduln eiM = {eim |m ∈ M} von M . Die Inklusionen definieren eine
Abbildung

χ :
n⊕
i=1

eiM →M, (m1, . . . ,mn) 7→
∑

mi

welche die Abbildung ψ : m 7→ (e1m, . . . , enm) als Inverses hat, denn

• χ(ψ(m)) =
∑

i eim =
(∑

i ei
)
m = m, und

• ψ(χ(m1, . . . ,mn)) =
(
. . . , ei(

∑
jmj), . . .

)
= (m1, . . . ,mn).

Es gilt nämlich für x = ejy ∈ ejM , daß eix = eiejy = 0, falls i 6= j, oder eix = eieiy = eiy = x
für i = j. Daraus folgt die Rechnung für ψ ◦ χ.

Wir haben jetzt noch eiM = M [pαii ] nachzuweisen. Da f das Element eipαii teilt, gilt eiM ⊆
M [pαii ]. Um die umgekehrte Inklusion nachzuweisen, nehmen wir ein Element m ∈ M [pαii ] und
zerlegen es in Komponenten ejm bezüglich der Zerlegung M =

⊕
eiM . Für j 6= i teilt pαii das

Idempotent ej und somit ist diese Komponente ejm = (anderer Faktor) · pαii m = 0. Somit gilt
m = eim und m ∈ eiM .

Für (1) ist jetzt nur noch nachzuweisen, daß schon M [p∞] = M [pα(p)] gilt und für Primele-
mente, die f nicht teilen, die entsprechende Primärkomponente von M verschwindet. Dies folgt
beides aus (3) und dem Folgenden.

Zu (3). Teilt p nicht r, so ist (r, pn) = 1 ∀n ∈ N, und es gibt nach Satz 1.10 eine Relation
1 = ρnr+πnp

n. Somit operiert r auf M [pn] mit Inversem ρn. Damit ist auch in der Vereinigung
M [p∞] über alle n die Multiplikation mit r bijektiv (man beachte, daß M [pn] ⊆ M [pn+k] für
k ≥ 0).

Ist hingegen p ein Teiler von r, so reicht es, sich mit dem Fall r = p auseinanderzusetzen.
Für jedes Element m ∈ M [p∞] gibt es per Definition ein a priori von m abhängendes N ∈ N,
so daß pNm = 0. Wir wollen aber die Multiplikation mit p als nilpotent erkennen und müssen
so ein für alle m ∈M [p∞] uniform geltendes N finden.

Wir zerlegen ein Element m ∈M [p∞] gemäß (2) in Komponenten eim ∈M [pαii ]. Sei pi 6= p,
so ist nach dem eben Bewiesenen die Multiplikation mit p ein Isomorphismus auf M [pαii ]. Damit
verschwindet die entsprechende Komponente von pNm, nämlich eipNm, nur, wenn schon eim =
0. Somit liegt M [p∞] schon in M [pα(p)] und stimmt deswegen mit M [pα(p)] überein. Dies zeigt
(3) und damit auch (1).
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Für (4) bemerken wir nur, daß in einer derartigen Zerlegung der nilpotente Teil in M [p∞]
enthalten sein muß. Der Anteil, auf dem p Isomorphismus ist, hingegen muß im Schnitt der Bilder
der Multiplikation mit pn über alle n liegen. Mit den Erkenntnissen aus (3) ist dieser Schnitt
gerade M [p′]. Die Zerlegung M = M [p∞]⊕M [p′] gilt nach (1). Die Summe eines p-nilpotenten
und eines p-isomorphen Teils kann also nur dann ganz M sein, wenn es die in (4) beschriebene
ist. �

Der wichtige Teil des obigen Beweises, der Punkt (2), erinnert an den Beweis des Chinesischen
Restsatzes. Dies ist nicht verwunderlich, denn man kann den Chinesischen Restsatz leicht aus
Satz 2.2 ableiten.

Korollar 2.3. Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum mit einem Endomorphismus ϕ.
Sei chrϕ(X) =

∏
pα(p) die Primfaktorzerlegung des charakteristischen Polynoms in K[X]. Dann

gilt:

(1) V =
⊕

p teilt chrϕ(X) Vp mit Vp = ker(pα(p)) ⊆ V ,

(2) Die Projektoren V � Vp ⊆ V der Zerlegung als direkte Summe in (1) sind gegeben durch
Polynome in ϕ. Insbesondere kommutieren die Projektoren mit allen Endomorphismen von
V , die mit ϕ vertauschen, die deshalb auch die Zerlegung V =

⊕
Vp respektieren.

(3) Das charakteristische Polynom von ϕ|Vp ist chrϕ|Vp (X) = pα(p).

Beweis: (1) Wir fassen wieder V als K[X]-Modul auf. Nach dem Satz von Cayley–Hamilton,
Satz A.1, wird V vom charakteristische Polynom chrϕ(X) annulliert. Damit folgt (1) aus Satz
2.2(2).

(2) Genauer zeigt der obige Beweis von Satz 2.2 das Folgende. Sei

1 =
∑

p teilt chrϕ(X)

(
ap
∏
q 6=p

qα(q)
)

in K[X], so sind die ep = ap
∏
q 6=p q

α(q) paarweise orthogonale (d.h. epeq = 0 für p 6= q) Idem-
potente in K[X]/

(
chrϕ(X)

)
und ep(ϕ) ∈ EndKV ist der Projektor V → Vp. Vertauscht ein

ψ ∈ EndKV mit ϕ, so gilt mit f(X) = a0 + a1X + . . .+ anX
n, ai ∈ K:

ψ ◦
(
f(ϕ)

)
= ψ ◦

(
a0 + a1ϕ+ . . . anϕ

n
)

=
(
a0 + a1ϕ+ . . . anϕ

n
)
◦ ψ =

(
f(ϕ)

)
◦ ψ.

Die Komponente in Vp von ψ(v), v ∈ V ist daher ep(ϕ)
(
ψ(v)

)
= ψ

(
ep(ϕ)(v)

)
, also das Bild der

Komponente in Vp von v. Damit ist ψ(Vp) ⊆ Vp und ψ respektiert die Zerlegung aus (1).
(3) Es kommutiert ϕ mit sich selbst und daher respektiert ϕ die Zerlegung V = Vp. Wir

schreiben ϕp für die Einschränkung ϕ|Vp als Endomorphismus von Vp. Die Notation ϕ =
⊕
ϕp

deutet an, daß sich ϕ in blockdiagonaler Form aus den ϕp zusammensetzt. Für die charakteri-
stischen Polynome gilt daher

chrϕ(X) =
∏

p teilt chrϕ(X)

chrϕp(X). (2.1)

Es annulliert pα(p) die Einschränkung ϕp. Das Minimalpolynom von ϕp muß daher eine Potenz
von p sein. Nach Satz A.2 gilt dies dann auch für das charakteristische Polynom chrϕp(X). Damit
folgt (3) aus (2.1) und der eindeutigen Primfaktorzerlegung in K[X]. �

Sei nun M ein p-primärer endlich erzeugter Torsionsmodul des Hauptidealrings R. Dann
haben wir die folgende steigende Kernfiltrierung KiM := M [pi]

(0) ⊆M [p] ⊆ · · · ⊆M [pi−1] ⊆M [pi] ⊆ . . . ⊆M [pn] = M.
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Es annulliert p die Filtrationsquotienten M [pi]/M [pi−1], welche deshalb nach Satz 1.3 Mo-
duln unter R/(p) sind. Nach Satz 1.13 handelt es sich also bei den Filtrationsquotienten um
κ(p)-Vektorräume. Sei nun speziell R = K[X] und M der Modul zum Vektorraum V mit
Endomorphismus ϕ. Die Wahl einer Basis der Filtrationsquotienten der Kernfiltration als κ(p)-
Vektorräume entspricht einem K[X]-Modulisomorphismus M [pi]/M [pi−1] ∼=

(
K[X]/(p)

)ei . Dar-
aus folgert man die Existenz einer Basis so daß ϕ einer Matrix der oberen Blockdreiecksgestalt
entspricht, auf deren Blockdiagonale ausschließlich die Begleitmatrix Λ(p) zum irreduziblen Po-
lynom p auftritt. Dies sieht man deutlich

Beispiel 2.4. Als Beispiel sehen wir uns den Fall M = K[X]/(pe) und ϕ = Multiplikation
mit X an. Die Filtration ist gegeben durch M [pi] = pe−iK[X]/(pe) und die Filtrationsquoti-
enten sind gegeben durch M [pi]/M [pi−1] ∼= K[X]/(p), wobei der inverse Isomorphismus durch
Multiplikation mit pe−i gegeben ist. Sei deg(p) = d. Wir beschreiben die Multiplikation mit
X in der Basis B =

(
p(X)iXj : 0 ≤ i < e, 0 ≤ j < d

)
. Dabei ordnen wir die Elemente

lexikographisch nach dem Index (i, j). Das System B ist tatsächlich eine Basis, denn für fe-
stes i stellt Bi =

(
p(X)iXj : 0 ≤ j < d

)
einen Lift nach K[X]/(pe) der Standardbasis von

M [pi]/M [pi−1] via des obigen Isomorphismus mit K[X]/(p) dar. Damit wissen wir schon, daß
auf der Blockdiagonalen von M B

B die Begleitmatrix Λ(p) von p steht. Genauer ist in K[X]/(pe)
mit p(X) = a0 + a1X

1 + . . .+ ad−1X
d−1 +Xd

X · p(X)iXj =


p(X)iXj+1 für 0 ≤ i < e, 0 ≤ j ≤ d− 2

p(X)i+1X0 − p(X)i
(
a0 + . . .+ ad−1X

d−1
)

für 0 ≤ i < e− 1, j = d− 1
−p(X)e−1

(
a0 + . . .+ ad−1X

d−1
)

für i = e− 1, j = d− 1

Bis auf die Terme mit den ai, welche für das Erscheinen der Begleitmatrix verantwortlich zeich-
nen, shiftet also die Multiplikation mit X die Basis um einen Index weiter in der lexikographi-
schen Anordnung:

M B
B (ϕ) = M B

B (X·) =



Λ(p)

1
Λ(p)

1 . . .
1

Λ(p)

1
Λ(p)


Diese Matrix nennen wir das Jordankästchen J(pe) zur Potenz pe des Primelements p.

Es drängt sich einem die Frage auf, in wieweit die Primärzerlegung verfeinert werden kann.
Bezüglich der Zerlegung als direkte Summe suggeriert das obige Beispiel, daß zyklische Moduln
vom Typ R/(pe) zu einem Primelement p die ‘atomaren’ Bestandteile sind, denn R/(pe) ist p-
primär und seine Filtrationsquotienten der Kernfiltration sind kleinstmöglich. Wir fragen also:
Ist jeder endlich erzeugte Torsionsmodul eine direkte Summe von zyklischen p-primären Moduln?
Wie eindeutig ist eine solche Zerlegung?
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3 Der Struktursatz

In diesem Kapitel beweisen wir den folgenden Struktursatz.

Satz 3.1 (Struktursatz für endlich erzeugte Torsionsmoduln I). Sei R ein Haupidealring
und M ein endlich erzeugter Torsions-R-Modul. Dann gilt:

(1) M ist isomorph zu einer direkten Summe zyklischer Moduln.

(2) Es gibt nicht notwendig verschiedene Primelemente pi, i = 1, . . . , s und natürliche Zahlen
ei, i = 1, . . . , s, so daß

M ∼=
s⊕
i=1

R/(peii ).

Es folgen drei Beweise dieses Satzes.
Beweis 1: Offenbar ist (1) eine Folge von der präziseren Strukturaussage (2). Um (2) zu be-

weisen, dürfen wir nach der Primärzerlegung, Satz 2.2, den Modul M durch seine p-Primärkom-
ponente M [pe] zu einer uniformen Potenz pe mit einem Primelement p ersetzen. Ein zunächst
subtiler Punkt ist hier die endliche Erzeugtheit der p-Primärkomponente, welche aus dem fol-
genden Lemma folgt (oder aber aus dem grundlegenden Begriff ‘noethersch’ sofort; im Fall
R = K[X] folgt dies sofort aus dem Begriff der Dimension in der Theorie der Vektorräume).

Lemma 3.2. Direkte Summanden endlich erzeugter Moduln sind endlich erzeugt.

Beweis: Sei M = M1 ⊕M2 eine direkte Summe von Moduln und M endlich erzeugt. Die
Projektionsabbildung M → M1 ist surjektiv. Damit erzeugen die Bilder von Erzeugern von M
den Modul M1. �

Sei also nun oBdA Ann(M) = (pe). Es reicht dann eine direkte Zerlegung M =
⊕

iRxi
mit endlich vielen Elementen xi ∈ M zu finden, in der die Summanden von einem Element xi
erzeugt werden. In der Tat gilt Ann(xi) ⊆ (pe) und daher Ann(xi) = (pei) für geeignete ei, und
Rxi ∼= R/Ann(xi) gemäß (1.1). Wir wollen eine Zerlegung in zyklische Moduln R/(pei) induktiv
beweisen. Dazu müssen wir ein Maß dafür finden, daß M kleiner geworden ist, wenn wir das
Problem teilweise gelöst haben.

Der erste Beweis führt eine Induktion über die Anzahl der Erzeuger von M . Der Induktions-
anfang mit einer leeren Erzeugermenge führt zum Modul M = 0, der die leere direkte Summe
zyklischer Moduln ist. (Wem das suspekt ist, der analysiere den Fall mit nur einem Erzeuger.)

Behandeln wir nun den Induktionsschritt. Besitze M ein Erzeugendensystem aus n Elemen-
ten. Unter diesen gibt es ein Element x1 ∈ M mit Ann(x1) = (pe) und e maximal, denn sonst
annullierte schon pe−1 den Modul M . Der Quotient pr : M → M = M/Rx1 kann mit n − 1
Elementen erzeugt werden. Per Induktion ist M =

⊕s
i=2Ryi. Wir werden versuchen diese Zer-

legung nach M zu liften, das heißt wir suchen eine Spaltung σ (Rechtsinverses der Projektion
M →M) von der exakten Sequenz

0 // Rx1
// M //

s⊕
i=2

Ryi

σ
yy

// 0 .

Dazu liften wir zunächst die yi beliebig zu yi ∈ pr−1(yi) nach M . Es sei Ann(yi) = (pei).
Dann gilt ei ≤ e und peiyi ∈ Rx1. Es gibt also ai ∈ R mit peiyi = aix1. Jetzt verwenden wir die
Extremalität von x1. Da pe−eiaix1 = peyi = 0 muß pei ein Teiler von ai sein. Wir setzen ai = peibi
und modifizieren yi ohne sein Bild in M zu ändern durch xi = yi − bix1. Damit annulliert pei
den Lift xi und σ(

∑s
i=2 λiyi) =

∑s
i=2 λixi ist wohldefiniert und die gesuchte Spaltung (folgt aus

der universellen Eigenschaft der direkten Summe und (1.1)). Wir schließen mit dem folgenden
Lemma den ersten Beweis des Struktursatzes ab. �
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Lemma 3.3. Sei 0 // M ′
i // M

pr
// M ′′ // 0 eine kurze exakte Sequenz von R-Moduln,

d.h. i ist injektiv, pr ist surjektiv und M ′′ = coker(i) oder äquivalent M ′ = ker(pr). Läßt die
Sequenz eine Spaltung σ : M ′′ →M zu, d.h. ein Rechtsinverses zu pr, also pr ◦ σ = idM ′′, so ist
kanonisch

M ∼= M ′ ⊕M ′′, m 7→
(
m− σ(pr(m)),pr(m)

)
eine direkte Summe.

Beweis: Die inverse Abbildung zu der gegebenen ist (m′,m′′) 7→ (m′ + σ(m′′)
)
. Dies muß

man zur Übung selbst nachrechnen. �
Beweis 2: Wir steigen im ersten Beweis an der Stelle ein, an dem die Induktion beginnt.

Wir führen wieder Induktion nach der Anzahl der Erzeuger von M . Wir wählen wieder einen
Erzeuger x ∈ M mit minimalem Annulatorideal Ann(x) = Ann(M) = (pe). Wir konstruieren
eine Retraktion ρ : M → R/(pe) · x der Inklusion i : R/(pe) · x ⊆ M , also ρ ◦ i = id. Die
Konstruktion geht über Induktion nach der Anzahl der Erzeugenden von M . Ist M von einem
Element erzeugt, so folgt aus der Maximalität von e, daß bereits R/(pe) · x = M und ρ ist
einfach die Identität. Sei nun M ′ ⊆ M ein Untermodul mit R/(pe) · x ⊆ M ′ und einer schon
konstruierten Retraktion ρ′ : M ′ → R/(pe) · x, so daß M = 〈M ′, y〉R mit einem Element y ∈M .
Für die Konstruktion von ρ wollen wir ρ′ auf M fortsetzen und müssen y derart einen Wert ρ(y)
zuweisen, daß es nicht zu Konflikten kommt. Wir betrachten die kurze exakte Sequenz

0 // M ′ ∩Ry
(−,+)

// M ′ ⊕Ry
∑

// M // 0 ,

in der die Abbildung (−,+) : m 7→ (−m,m) offensichtlich der Kern der surjektiven Abbildung∑
: (m′, λy) 7→ m′+ λy ist. Ferner ist ⊕ hier eine formale (nicht innere) direkte Summe und

∑
surjektiv, da M von M ′ und y erzeugt wird. Die Retraktion ρ′ läßt sich durch

ρ̃ : M ′ ⊕Ry → Rx, (m′, λy) 7→ ρ′(m′) + λρ(y)

nach Wahl von ρ(y) ∈ Rx fortsetzen. Eine Retraktion ρ : M → Rx erhalten wir genau dann
nach der universellen Eigenschaft des Kokern, wenn ρ̃ auf M ′ ∩Ry verschwindet.

Der Schnitt M ′ ∩Ry ist ein Untermodul von Ry = R/(pf ) · y mit f ≤ e, nach Extremalität
von e. Untermoduln von R/(pf ) entsprechen Idealen a ⊆ R mit (pf ) ⊆ a ⊆ R. Da R ein
Haupidealring ist, folgt a = (pg) mit 0 ≤ g ≤ f , oder M ′ ∩Ry = Rpgy. Es gilt nun

pe−gρ′(pgy) = ρ′(pey) = ρ′(0) = 0

und daher ρ′(pgy) ⊆ Rx[pe−g] = Rpgx, denn x wird erst von pe annulliert und R ist ein Haupt-
idealring. Es gibt also ein a ∈ R mit ρ′(pgy) = apgx. In der obigen Konstruktion von ρ̃ wählen wir
jetzt ρ(y) := ax. Man überzeugt sich sofort, daß jetzt ρ̃ zu der gesuchten Retraktion ρ : M → Rx
faktorisiert, denn für m = λpgy ∈M ′ ∩Ry gilt

ρ̃
(
−m,m) = ρ′(−λpgy) + λpqρ(y) = −λρ′(pgy) + λpgax = 0.

Wir schließen mit dem folgenden Lemma, daß M = Rx⊕ker(ρ) ist. Es war x ein Erzeuger von M
aus dem gewählten Erzeugendensystem der Größe n, welches den Induktionsparameter darstellt.
Somit ist ker(ρ) als Quotient M/Rx von einem Element weniger erzeugbar, ergo per Induktion
schon eine direkte Summe zyklischer Moduln und der Satz ist ein zweites Mal bewiesen. �

Lemma 3.4. Sei M ′ ⊆M ein Untermodul und ρ : M →M ′ eine Retraktion. Dann ist kanonisch
M ′ ⊕ ker(ρ) = M eine direkte Summe.
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Beweis: Die Abbildung ρ ist ein Linksinverses zur Inklusion i : M ′ → M . Die Inklusionen
von M ′ und ker(ρ) definieren eine Abbildung M ′ ⊕ ker(ρ) → M , deren Inverses durch m 7→(
ρ(m),m− i(ρ(m))

)
gegeben ist. Dies muß man zur Übung selbst nachrechnen. �

Bemerkung: Der zweite Beweis zeigt eigentlich, daß R/(pe) ein injektiver R/(pe)-Modul
ist, siehe irgendein Buch über homologische Algebra von Artinschen Ringen.

Beweis 3: Bis zum Beginn der Induktion wiederholen wir Beweis (1). Allerdings verwenden
wir nun Induktion nach dem Exponenten e in Ann(M) = (pe). Wir werden auch die Eigenschaft
noethersch verwenden. Dies ließe sich vermeiden, erscheint aber unnatürlich. Daher sei auch
erwähnt, daß man diesen Ansatz als noethersche Induktion nach dem Annulatorideal von M
bezeichnen kann.

Für e = 0 ist M = 0 und sonst nichts weiter zu tun. Für den Induktionsschritt arbeiten wir
mit der kurzen exakten Sequenz

0 // M [p] // M
p·

// pM // 0 ,

wobei pM das Bild der Multiplikation mit p auf M ist. Es gilt Ann(pM) = (pe−1) und daher gibt
es eine Zerlegung pM =

⊕
R/(pei)yi. Dabei sind die yi ∈ pM also von der Form yi = pxi mit

Ann(yi) = (pei). Es folgt Ann(xi) = (pei+1). Wir betrachten nun den Kern der surjektiven von
den Inklusionen und der universellen Eigenschaft der direkten Summe induzierten Abbildung

ψ : M [p]⊕
⊕
i

R/(pei+1)xi �M.

Die Surjektivität folgt, da mit m ∈ M und pm =
∑

i λiyi die Differenz m −
∑

i λixi im Kern
der Multiplikation mit p liegt. Sei (−m,

∑
i λixi) ein Element des Kerns von ψ, also

∑
i λixi =

m ∈ M [p]. Es folgt 0 = pm =
∑

i λiyi und demnach wird λi von pei geteilt, wenigstens aber
λi = pµi für geeignete µi. Damit ist m =

∑
i λixi =

∑
i µiyi ∈ pM . Nach Satz 1.3 und Satz

1.13 ist M [p] ein κ(p) = R/(p)-Vektorraum. Darin wählen wir zum R-Untermodul M [p]∩pM ⊆
M [p], der deshalb auch ein κ(p)-Unterraum ist, ein κ(p)-Vektorraumkomplement M ′ ⊆M , also
M ′ ⊕

(
M [p] ∩ pM

)
= M [p]. Wir schränken ψ ein auf

ψ′ : M ′ ⊕
⊕
i

R/(pei+1)xi �M.

Diese Abbildung ist immer noch surjektiv, da pM ⊂
⊕

iR/(p
ei+1)xi und pM + M ′ ⊃ M [p].

Jetzt allerdings gilt mit der obigen Argumentation und Notation für ein Element (−m,
∑

i λixi)
des Kerns von ψ′, daß m ∈M ′∩pM = 0. Demnach gilt 0 =

∑
i λixi =

∑
i µiyi, und damit ist pei

ein Teiler von µi, bzw. pei+1 ein Teiler von λi. Damit ist gezeigt, daß ker(ψ′) verschwindet und
ψ′ ist der gesuchte Isomorphismus mit einer Summe zyklischer Moduln. Der κ(p)-Vektorraum
ist nämlich nach Wahl einer Basis isomorph zu einer Summe von Moduln der Form R/(p). �

Wo haben wir im dritten Beweis die Eigenschaft noethersch verwendet? A priori wissen wir
nicht, daß M [p] und damit M ′ endlich dimensionale κ(p)-Vektorräume sind. Wir müßten dazu
wissen, daß Untermoduln von endlich erzeugten Moduln selbst endlich erzeugt sind (noethersch).
Investiert man den Begriff ‘noethersch’ nicht, so können im letzten Schritt unendlich viele Sum-
manden R/(p) hinzukommen (und, man kann mit einer Basis von M ′ als κ(p)-Vektorraum nur
argumentieren, wenn man auch für unendlich dimensionale Vektorräume die Existenz von einer
Basis gezeigt hat). In einer Zerlegung als direkte Summen des endlich erzeugten Moduls M
können nur endlich viele Summanden auftreten, da die endlich vielen Erzeuger von M nur in
endlich vielen (im Unterschied zum Produkt!) Summanden nicht verschwindende Komponenten
haben dürfen. Das Problem eines unendlich dimensionalen Vektorraums tritt also nicht auf.

Als vertiefende Quellen zu den gegebenen Beweisen des Struktursatzes sei auf [Lieb, Satz
1.2], [Lang, Kap. III §7] für Beweis 1 und auf [Meyb, §5.5] für Beweis 2 verwiesen.
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Satz 3.5 (Eindeutigkeit). Sei M ein p-primärer endlich erzeugter Torsionsmodul über dem
Hauptidealring R. Sei M ∼=

⊕
iR/(p

ei) mit ei > 0 eine Zerlegung in eine direkte Summe zykli-
scher Moduln (wie im Struktursatz). Dann gilt:

(1) #{i} = dimκ(p)(M/pM),

(2) #{i | ei = e} = dimκ(p)

(
M [pe]/M [pe−1]

)
− dimκ(p)

(
M [pe+1]/M [pe]

)
,

(3) insbesondere sind die Anzahl der Summanden und genauer die Anzahl der Summanden
mit Annulator (pe) unabhängig von der gewählten Zerlegung. Nach der Eindeutigkeit der
Primärzerlegung gilt dies auch für allgemeine endlich erzeugte Torsionsmoduln über R.

Beweis: Aus M = M ′ ⊕M ′′ folgt pM = pM ′ ⊕ pM ′′ und M [pe] = M ′[pe] ⊕M ′′[pe]. Da
Quotienten nehmen mit direkten Summen verträglich ist, vgl. Aufgabe 17(a) LA 2, SoSe 2003,
und die Dimension eines Vektorraums additiv auf direkten Summen ist, gelten die Formeln in
(1) und (2) für M genau dann, wenn sie für M ′ und M ′′ gelten. Wir haben also nur den Fall
M = R/(pα), α > 0 zu analysieren. Dieser Fall jedoch ist klar. �

Beispiel 3.6. Viel mehr an Eindeutigkeit läßt sich nicht erwarten. Wir betrachten zu 0 < e ∈ N
den R-Modul M = R/(p) ⊕ R/(pe). Für e = 1 handelt es sich um einen κ(p)-Vektorraum
der Dimension 2. Eine Zerlegung wie im Struktursatz entspricht der Wahl einer Basis als
κ(p)-Vektorraum. Die Mehrdeutigkeit einer Basiswahl wird parametrisiert durch ein Element
in GL2(κ(p)), der Basiswechselmatrix.

Sei e > 1. Die Beweise des Struktursatzes lehren, daß jedes Element mit Annulator (pe) ein
direkter Summand von M ist. Diese sind gegeben durch f ∈ Hom

(
R/(pe), R/(p)

) ∼= κ(p) als
Mf := {(f(x), x) |x ∈ R/(pe)} ⊂ R/(p) ⊕ R/(pe). Zu Mf kann man auf vielfache Weise ein
Komplement finden. Man muß nur gemäß des dritten Beweises in M [p] = R/(p) ⊕ pe−1R/(pe)
ein Komplement von pMf ∩M [p] finden. Diese Wahl wird ebenso von einem Element aus κ(p)
parametrisiert.

Satz 3.7 (Struktursatz für endlich erzeugte Torsionsmoduln II). Sei M ein endlich
erzeugter Torsionsmodul über dem Hauptidealring R.

(1) Es gibt eine Folge sich aufsteigend teilender Elemente d1|d2| . . . |ds des Rings R, so daß

M ∼=
s⊕
i=1

R/(di).

(2) Die natürliche Zahl s und die Ideale (di) zu den Elementen di aus (1) sind eindeutig durch
den R-Modul M bestimmt.

Beweis: Es folgt (1) aus dem ersten Struktursatz, Satz 3.1, und dem Chinesischen Restsatz,
Satz 1.11. Die Eindeutigkeitsaussage (2) folgt aus Satz 3.5. �

Korollar 3.8 (Jordannormalform). Sei K ein Körper.

(1) Sei ϕ : V → V ein Endomorphismus eines endlich dimensionalen K-Vektorraums. Dann
gibt es eine Basis von V , bezüglich der die Matrix von ϕ aus Jordankästchen besteht, die
längs der Diagonale angeordnet sind.

(2) Eine quadratische Matrix A ∈ Mn(K) über K ist ähnlich zu einer Matrix aus Jor-
dankästchen, die längs der Diagonale angeordnet sind.

(3) In (1) und (2) hängen die Anzahl der Kästchen sowie die auftretenden Primpotenzen
inklusive ihrer Häufigkeit, zu denen Jordankästchen vorkommen, nicht von der Basiswahl
ab.
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Diese Matrix aus Jordankästchen heißt die Jordannormalform des Endomorphismus/der Ma-
trix.

Beweis: Die Matrix eines Jordankästchens wurde in Beispiel 2.4 vorgestellt. Die Jordannor-
malform behauptet also die Existenz einer Basis B bzw. einer invertierbaren Matrix S ∈ GLn(K)
mit:

M B
B (ϕ) = SAS−1 =



J(pe11 )

. . .

J(pess )


Dies folgt für (1) aus Satz 3.1 für den Spezialfall R = K[X] mittels des Übersetzungssatzes, Satz
1.5, und der Diskussion des Beispiels K[X]/(pe) in 2.4. Die Aussage (2) folgt aus der Aussage
(1) für den von der Matrix auf Kn induzierten Endomorphismus. Die Eindeutigkeitsaussage (3)
ist die Übersetzung von Satz 3.5 in die Situation des Korollars. �

Korollar 3.9 (Zerfallende Jordannormalform). Sei K ein Körper.

(1) Sei ϕ : V → V ein Endomorphismus eines endlich dimensionalen K-Vektorraums mit in
K[X] zerfallendem charakteristischen Polynom. Dann gibt es eine Basis von V , bezüglich
der die Matrix von ϕ aus Jordankästchen zu linearen Primpolynomen besteht, die längs
der Diagonale angeordnet sind.

(2) Eine quadratische Matrix A ∈Mn(K) mit in K[X] zerfallendem charakteristischen Poly-
nom ist ähnlich zu einer Matrix aus Jordankästchen zu linearen Primpolynomen, die längs
der Diagonale angeordnet sind.

Es treten also nur Jordankästchen der Form

J
(
(X − λ)e

)
=


λ
1 λ

. . . . . .
. . . λ

1 λ

 ∈Me(K)

zu Eigenwerten λ auf.

Beweis: Die in der Jordannormalform auftretenden irreduziblen Polynome sind nach dem
Satz über die Primärzerlegung, 2.2, gerade die Teiler des charakteristischen Polynoms. �

4 Der Elementarteilersatz

Satz 4.1 (Elementarteilersatz). Sei R ein Hauptidealring. Sei A ∈ Mm×n(R) eine Matrix
über R.

(1) Dann gibt es invertierbare Matrizen S ∈ GLm(R) und T ∈ GLn(R), so daß

S−1AT =


d1

. . .
ds


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mit s ≤ min{n,m} und sich steigend teilenden Elementen d1|d2| . . . |dr des Rings R. (Alle rest-
lichen Einträge der Matrix sind 0.)

(2) Die natürliche Zahl s und die di bis auf Assoziertheit hängen nicht von den Matrizen
S, T ab, d.h. sind eindeutig.

Dies beweisen wir später. Natürlich könnten wir anstatt S−1 auch S schreiben, aber theore-
tisch ist das egal und in der Anwendung auf die Jordannormalform entfällt dann ein Vorzeichen.

Korollar 4.2.

(1) Untermoduln von freien Moduln (endlichen Rangs) über einem Hauptidealring sind frei.

(2) Sei N ⊆M ∼= Rm ein Untermodul eines freien Moduls über dem Hauptidealring R, so gibt
es eine Basis x1, . . . , xm von M und sich aufsteigend teilende Elemente d1|d2| . . . |ds für
ein s ≤ m so daß N von den d1x1, . . . , dsxs frei erzeugt wird.

(3) Der Rang eines Untermoduls eines freien Moduls über einem Hauptidealring ist kleiner als
der des umgebenden Moduls.

Beweis: Wir behandeln nur den Fall, daß der freie Modul endlichen Rang hat. Dann folgt
(1) und (3) unmittelbar aus (2), worum wir uns also zu kümmern haben.

Ohne Einschränkung sei M = Rm. Wir zeigen zunächst, daß N ⊂ Rm endlich erzeugt ist.
Dies geschieht per Induktion nach m. Wir betrachten Rm−1 als den Untermodul derjenigen
Elemente von Rm, bei denen die letzte Koordinate 0 ist. Sei N das Bild von N bei Projektion
auf die letzte Koordinate von Rm. Dies ist ein Untermodul von R, also ein Ideal, also von einem
Element erzeugt. Wir betrachten die exakte Sequenz

0→ N ∩Rm−1 → N → N → 0.

Hierin ist N ∩Rm−1 per Induktion und N nach eben gesagtem endlich erzeugt. Damit aber auch
N durch einen Lift des Erzeugers von N und die Erzeuger von N ∩Rm−1.

Sei nun Rn � N eine Surjektion, welche von der Wahl eines Erzeugendensystems von N der
Kardinalität n herrührt. Dann entspricht der Verkettung Rn � N ⊂ Rm eine Matrix, auf die
wir Satz 4.1 anwenden können. Das Komponieren mit S−1, T entspricht einer anderen Basiswahl
von Rm und Rn. Dies ändert am Bild N der Abbildung nichts, welches daher die behauptete
Form hat. �

Korollar 4.3 (Struktursatz für endlich erzeugte Moduln über Hauptidealringen). Sei
R ein Hauptidealring und M ein endlich erzeugter R-Modul.

(1) Es gibt eine kanonische exakte Sequenz

0→Mtors →M →M/tors→ 0 (4.1)

mit dem maximalen Torsionsuntermodul Mtors ⊆ M und einem freien, endlich erzeugten
Quotienten M/tors ∼= Rr. Die Sequenz (4.1) spaltet unkanonisch. Somit gilt unkanonisch
M ∼= Mtors ⊕M/tors und es ist Mtors auch endlich erzeugt.

(2) Es gibt eine nicht kanonische Zerlegung als direkte Summe

M ∼= Rr ⊕
s⊕
i=1

R/(di)

mit sich aufsteigend teilenden Elementen d1|d2| . . . |ds des Rings R. Die Zahlen r und s
sowie die Elemente di bis auf Assoziierung sind eindeutig.
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Beweis: Wir beweisen zunächst (2). Wir wählen Erzeuger x1, . . . , xm von M und damit eine
Surjektion pr : Rm →M . Wir wenden Korollar 4.2 auf den Kern ker(pr) ⊂ Rm dieser Abbildung
an. Ohne Einschränkung sei x1, . . . , xm bereits die Basis von Rm, die das Korollar uns verspricht,
so daß ker(pr) von d1x1, . . . , dsxs erzeugt wird. Es gilt nun nach dem Homomorphiesatz und
Aufgabe 17(a) LA 2, SoSe 2003, daß

M ∼= Rm/ ker(pr) ∼=

(
m⊕
i=1

Rxi

)
/

(
s⊕
i=1

Rdixi

)
= Rm−s ⊕

s⊕
i=1

Rxi/Rdixi.

Damit ist r = m − d und wegen Rxi/Rdixi ∼= R/(di) haben wir (2) bis auf die Eindeutig-
keitsaussage bewiesen. Zur Eindeutigkeit bemerken wir, daß diese nicht aus der entsprechenden
Eindeutigkeit der di aus dem Elementarteilersatz folgt, denn wir müssen über alle Matrizen A
variieren, die zu einer endlichen Präsentation, also einer kurzen exakten Sequenz

Rn
A−→ Rm →M → 0

gehören. Die Eindeutigkeit aus dem Elementarteilersatz garantiert nur für jede fixierte Matrix
die Eindeutigkeit der diagonalen Form. Die Eindeutigkeit über alle Präsentationen wird durch
die Theorie der Fittingideale geleistet, siehe [Eis, Kap. 20]. Wir begnügen uns mit einem un-
natürlichen Rückgriff auf Satz 3.7, den wir auf den Torsionsanteil von M anwenden, siehe Beweis
von Teil (1). Die Zahl r ist charakterisiert als dimQuot(R)M ⊗RQuot(R) beziehungsweise als der
Rang des freien Quotienten M/Mtors.

(1) Sei Mtors der Torsionsuntermodul. Dann ist M/tors := M/Mtors torsionsfrei und endlich
erzeugt. Denn wäre m ∈ M/tors Torsion, etwa fm = 0, so gilt für ein Urbild m 7→ m, daß
fm ∈Mtors und somit m selbst Torsion. Damit ist m = 0.

Wenden wir (2) auf M/tors an, so erkennen wir, daß alle Summanden R/(d) verschwinden
müssen, da sie aus R-Torsion bestehen. Ergo ist M/tors frei. Um eine Spaltung von (4.1) zu
finden, muß man nun nur eine Basis von M/tors liften und die universelle Eigenschaft von freien
Moduln anwenden. Damit folgt aus Lemma 3.3, daß M ∼= Mtors ⊕M/tors. Nach Lemma 3.2 ist
somit auch Mtors endlich erzeugt. �

Wir spezialisieren nun auf den Fall R = K[X] und damit einen endlich erzeugten K-
Vektorraum mit einem Endomorphismus ϕ. Das Korollar 4.3 zusammen mit dem Chinesischen
Restsatz, Satz 1.11, impliziert den Satz über die Jordannormalform, Satz 3.8. Der Ansatz über
den Elementarteilersatz liefert allerdings noch etwas mehr, wenn man eine effektive Form des
Elementarteilersatzes zur Verfügung hat. Es sei A = (v1, . . . , vm) eine Basis von V . Dann defi-
niert pr : K[X]m → V , (f1, . . . , fm) 7→

∑
i fivi eine Surjektion, deren Kern wir gut berechnen

können. Sei dazu Ã = X · Im−M A
A (ϕ) ∈Mm(K[X]). Wir betrachten die zugehörige Abbildung

freier K[X]-Moduln und stellen fest, daß

K[X]m Ã−→ K[X]m
pr−→ V → 0 (4.2)

exakt ist. In der Tat ergibt die Verkettung pr◦Ã die Nullabbildung, da ein Standardbasiselement
ei ∈ K[X]m zu pr(Xei −M A

A (ϕ)ei) = Xvi − ϕ(vi) = 0 abgebildet wird. Dann gibt es nach der
universellen Eigenschaft des Kokerns einen K[X]-Modulhomomorphismus coker(Ã) → V , der
weiterhin surjektiv ist. Es ist dimK V = m und dimK coker(Ã) ≤ m, denn der Kokern wird
als K-Vektorraum durch die Bilder der ei erzeugt (vermöge der Relationen Xei = M A

A (ϕ)ei
kann man induktiv über den Grad zeigen, daß man in coker(Ã) zum Erzeugen mit konstanten
Polynomen auskommt). Aus Dimensionsgründen ist also coker(Ã) ∼= V . Wir haben also durch
(4.2) eine endliche Präsentation des K[X]-Moduls V zur Hand.

Wir wenden den Elementarteilersatz, Satz 4.1, auf die Matrix Ã an. Wir erhalten invertier-
bare Matrizen T, S ∈ GLm(K[X]) so daß D = S−1ÃT diagonale Form hat, deren diagonale
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Einträge sich steigend teilende Polynome d1|d2| . . . |ds sind. Da V Torsion ist als K[X]-Modul,
kommt in der Zerlegung nach Korollar 4.3 kein freier Anteil vor. Es ist daher r = m−s = 0. Es ist
also tatsächlich D eine Diagonalmatrix mit von 0 verschiedenen Einträgen auf der Diagonalen.
Das Diagramm mit exakten Zeilen

K[X]m Ã // K[X]m
pr

// V // 0

K[X]m

T

OO

D // K[X]m

S

OO

//

m⊕
i=1

K[X]/(di)

σ

OO

// 0

hat mit T, S zwei isomorphe Spalten. Die universelle Eigenschaft des Kokern zeigt, daß es die
Abbildung σ gibt, und daß σ ein Isomorphismus von K[X]-Moduln ist. Investiert man jetzt noch
den Chinesischen Restsatz, Satz 1.11, so folgt erneut die Jordannormalform, Korollar 3.8.

Hat man S (effektiv) berechnet, so kann man die Bilder unter σ der Erzeuger der zyklischen
Moduln K[X]/(di) als pr

(
S(ei)

)
=
∑s

j=1 Sj,i(ϕ)vj explizit (und effektiv) berechnen. Da auch der
Chinesische Restsatz mit Projektoren auskommt, die durch effektive Rechnung in K[X] mittels
des Euklidischen Algorithmus erhalten werden können, gelangt man so tatsächlich effektiv zu
einer Basis der Jordannormalform.

Beweis des Elementarteilersatzes Satz 4.1: Wir beweisen zunächst Teil (1). Es bezeichne
ggT(A) den größten gemeinsamen Teiler der Einträge der Matrix A. Wir werden versuchen,
durch Multiplikation mit invertierbaren Matrizen von links und rechts die Matrix A auf die
Blockform 

d1 0 · · · 0
0
... A′

0

 (4.3)

zu bringen, wobei d1 = ggT(A) gelten soll. Somit teilt d1 jeden Eintrag der Matrix A′. Wir
schließen dann per Induktion nach der Größe n+m der Matrix indem wir den Induktionsschritt
auf die Matrix 1

d1
A′ ∈M(m−1)×(n−1)(R) anwenden.

Zunächst einmal beweisen wir, daß sich in unserer Zielvorgabe durch Multiplikation mit
invertierbaren Matrizen von links und rechts nichts ändert.

Lemma 4.4. Sei R ein Hauptidealring und A ∈ Mm×n(R), S ∈ Mm(R) und T ∈ Mn(R).
Dann gilt:

(1) ggT(A) teilt ggT(SA) und ggT(AT ).

(2) Sind S, T invertierbar, so gilt ggT(A) = ggT(SA) = ggT(AT ).

Beweis: Es folgt (2) sofort aus (1) und (1) ist auch klar. �
Für den Induktionsanfang (n = 1 oder m = 1) beweisen wir das folgende Lemma, welches

auch im Induktionsschritt Verwendung finden wird.

Lemma 4.5. (1) Sei w = (a1, . . . , an) ∈ Rn ein Zeilenvektor mit größtem gemeinsamen Teiler
der Koordinaten d = ggT(w). Dann gibt es eine invertierbare Matrix T ∈ GLn(R) mit wT =
(d, 0 . . . , 0).

(2) Analog gibt es für einen Spaltenvektor v der Länge m eine invertierbare Matrix S ∈
GLm(R) so, daß in Sv die erste Zeile d ist und alle anderen Einträge verschwinden.



4 DER ELEMENTARTEILERSATZ 20

Beweis: Offenbar sind die Aussagen (1) und (2) äquivalent. Man hat nur alle Matrizen und
Vektoren zu transponieren. Daher beweisen wir nur (2). Wir verwenden Induktion nach der
Größe m des Vektors. Für m = 1 ist nichts zu zeigen. Des weiteren ist die Behauptung des
Lemmas für Vektoren v und Bv äquivalent, wenn B eine invertierbare Matrix ist, denn nach
Lemma 4.4 gilt ggT(v) = ggT(Bv).

Sei v =
(
a1

v′

)
mit einem Spaltenvektor v′ der Länge m− 1. Per Induktionsvoraussetzung gibt

es eine Matrix S′ ∈ GL(m−1)(R) so daß S′v′ nur noch einen nichtverschwindenden Eintrag d′ in

der ersten Zeile hat. Dann ist die Blockmatrix B =
(

1 0
0 S′

)
invertierbar, und es hat Bv nur

noch nichtverschwindende Einträge in den ersten beiden Zeilen. Jetzt reicht es offenbar, den Fall
m = 2 zu beherrschen.

Sei m = 2 und v =
(
a1

a2

)
. Nach dem Satz von Bézout, Satz 1.10, gibt es in R eine Relation

α1a1 + α2a2 = d. Damit erfüllt die Matrix S =
(

α1 α2

−a2/d a1/d

)
das Gewünschte: Sv =

(
d
0

)
.

Es ist d = ggT(Sv) = ggT(v) nach Lemma 4.4. �
Daß man die Matrix A in eine Matrix der Form (4.3) bringen kann, beweisen wir per In-

duktion nach der minimalen Anzahl von Primfaktoren (mit Vielfachheit), die in einem nicht
verschwindenden Eintrag von A vorkommt. Zum Induktionsanfang müssen wir eine Matrix be-
handeln, in der ein Eintrag eine Einheit ist. Dies geschieht später nebenbei.

Durch Permutationsmatrizen können wir immer annehmen, daß ein Eintrag mit minimaler
Anzahl der Primfaktoren in der ersten Spalte der ersten Zeile steht. Das sei a11. Wenden wir
das Lemma 4.5 auf die erste Spalte von A an, so finden wir ein S ∈ GLn(R), so daß in SA die
erste Spalte, welche ja nichts anderes ist als das Produkt von S mit der ersten Spalte von A,
nur ein Eintrag in der ersten Zeile findet und der Rest verschwindet:

d ∗ · · · ∗
0
... A′

0

 (4.4)

Die Matrix nennen wir wieder A. Falls in A ein Eintrag existiert, der weniger Primfaktoren
enthält als das vorherige Minimum, so sind wir per Induktion fertig. Nun verwenden wir diese
Konstruktion nach Lemma 4.5 transponiert angewandt auf die erste Zeile, so daß eine Matrix
der Form 

d 0 · · · 0
∗
... A′

∗

 (4.5)

entsteht. Falls jetzt in A ein Eintrag existiert, der weniger Primfaktoren enthält als das vorherige
Minimum, so sind wir wieder per Induktion fertig.

Andernfalls und auch beim Induktionsanfang (ein Eintrag ist eine Einheit) muß der Eintrag
a11 links oben in der ersten Zeile und ersten Spalte der Ausgangsmatrix schon der größte ge-
meinsame Teiler aller Elemente der ersten Spalte und Zeile gewesen sein, denn d|a11 und d hat,
da wir nicht in der Induktion eine Etage tiefer rutschen, die selbe Anzahl von Primfaktoren.
Daher sind a11 und d assoziiert.

In diesem Fall teilt a11 alle Einträge der ersten Zeile (nach dem letzten Schritt sind diese bis
auf d = a11 schon 0) und der ersten Spalte. Man kann nun mittels elementarer Zeilenoperationen
ein entsprechendes Vielfaches der ersten Zeile von den anderen Zeilen abziehen und erhält eine
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Matrix der Gestalt 
d 0 · · · 0
0
... A′

0

 (4.6)

Damit sind wir fast am Ziel. Falls d nicht alle Einträge von A′ teilt (äquivalent d 6= ggT(A)), so
kann man die erste Zeile zu der entsprechenden Zeile addieren, in welcher der schlechte Eintrag
sitzt. Dann entsteht dort eine Zeile, deren größter gemeinsamer Teiler weniger Primfaktoren hat
als das bisherige Minimum. Durch Anwendung von Lemma 4.5(1) auf diese Zeile, können wir die
Matrix so manipulieren, daß dieser ggT als Eintrag erscheint. Wir schließen dann per Induktion
nach der minimalen Anzahl der Primfaktoren eines Eintrags.

Zum Teil (2). Jetzt kümmern wir uns um die Eindeutigkeit der Elemente d1|d2| . . . |ds und
der Zahl s. Dazu bemühen wir im Wesentlichen die Theorie der Fittingideale, siehe [Eis, Kap.
20.2]. Sei Fittν(A) dasjenige Ideal von R, welches von den Minoren der Größe m− ν der Matrix
A ∈ Mm×n(R), also den Determinanten von quadratischen (m − ν) × (m − ν)-Untermatrizen,
erzeugt wird. Man nennt Fittν(A) das νte Fittingideal von A.

Lemma 4.6 (Fitting’s Lemma). Sei R ein Ring, A ∈ Mm×n(R) und S ∈ GLm(R) und
T ∈ GLn(R). Dann gilt Fittν(A) = Fittν(SA) = Fittν(AT ).

Beweis: Man hat nur Fittν(SA) ⊆ Fittν(A) bzw. Fittν(AT ) ⊆ Fittν(A) nachzuweisen, und
das ist klar: Berechnen wir etwa den Minor derjenigen Untermatrix (SA)IJ von SA deren Zei-
lenindizes nur i ∈ I und Spaltenindizes nur j ∈ J durchlaufen (#I = #J). Wir stellen zunächst
fest, daß die Zeilenvektoren von (SA)IJ Linearkombinationen der auf den Indexbereich j ∈ J
eingeschränkten Zeilenvektoren von A (alle Zeilen, nicht nur i ∈ I) sind. Dies folgt unmittelbar
aus der Definition der Matrizenmultiplikation. Die Koeffizienten der Linearkombination stehen
in der entsprechenden Zeile von S. Sodann berechnen wir die Determinate von (SA)IJ vermöge
der Multilinearität in jeder Zeile als eine Linearkombination von Determinaten von auf den Be-
reich j ∈ J eingeschränkten Zeilenvektoren von A, also entsprechende Minoren von A. Terme, in
denen eine Zeile doppelt auftritt, verschwinden. Damit liegt det(SA)IJ im entsprechenden Fit-
tingideal von A. Die Aussage für AT erhält man analog durch Transposition. Genaueres findet
man in [Eis, Kap 20.2]. �

Wir berechnen die Fittingideale von A wie im Elementarteilersatz Teil (1) daher mittels der
diagonalen Form. Wir erhalten:

Fittν(A) =

 (
m−ν∏
i=1

di) falls m− ν ≤ s

(0) falls m− ν > s

Da dies Invarianten der Matrix und nicht nur der diagonalen Form sind, schließen wir, daß
sich s und die Elemente di bis auf Assoziiertheit aus den Fittingidealen und damit der Matrix
A eindeutig rekonstruieren lassen. Dies zeigt die Eindeutigkeit der Parameter der diagonalen
Form. �

Als Literatur zum Elementarteilersatz sei auf [ArtinM, Kap. 12 §4] oder vom Vater des
Autors der ersten Quelle und damit etwas älter [ArtinE, Kap. II] verwiesen.

A Der Satz von Cayley–Hamilton

Satz A.1 (Cayley–Hamilton). Sei K ein Körper. Das charakteristische Polynom einer n×n-
Matrix bzw. eines Endomorphismus eines endlich dimensionalen K-Vektorraums annulliert die
Matrix bzw. den Endomorphismus.
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Das Ziel des Appendix A besteht darin, zwei Beweise des Satzes von Cayley–Hamilton an-
zugeben, die der Tatsache Rechnung tragen, daß der Satz für Diagonalmatrizen und deshalb
auch diagonalisierbare Matrizen trivial ist. In der Tat gilt folgende Überlegung: Sei D eine Dia-
gonalmatrix mit Einträgen λ1, . . . , λn. Es gilt chrD(X) =

∏
i(X − λi). Andererseits gilt für

ein Polynom f ∈ K[X] wie man einfach sieht, daß f(D) eine Diagonalmatrix mit Einträgen
f(λ1), . . . , f(λn) ist. Daraus folgt Cayley–Hamilton für Diagonalmatrizen. Ist A diagonalisier-
bar, also A = SDS−1 mit D diagonal und S invertierbar, so gilt

chrA(A) = chrD(SDS−1) = S
(
chrD(D)

)
S−1 = 0,

und auch dieser Fall war nicht schwerer.
Beweis 1: Wir brauchen nur die Matrixversion zu beweisen. Die Aussage des Satzes wird

vom Übergang zu einem Erweiterungskörper nicht tangiert: ist K ⊂ L eine Körpererweiterung,
so kann man die Matrix A ∈Mn(K) via Mn(K) ⊆Mn(L) als L-wertige Matrix auffassen. Das
charakteristische Polynom ändert sich nicht und auch nicht die Frage, ob seine Auswertung in
A verschwindet.

Nach Korollar 1.15 können wir uns oBdA wünschen, daß das charakteristische Polynom
chrA(X) von A schon in K[X] in Linearfaktoren zerfällt. Wir brauchen nur zu einem Zerfällungs-
körper von chrA(X) überzugehen. Jetzt folgt aus dem Fahnensatz, siehe Aufgabe 20 LA 2, SoSe
2003, daß A ähnlich ist zu einer oberen Dreiecksmatrix. Da die Gültigkeit von Cayley–Hamilton
wie oben bereits benutzt nur von der Ähnlichkeitsklasse abhängt, darf man oBdA annehemn,
daß A obere Dreiecksgestalt hat.

Jetzt betreiben wir Induktion nach der Größe n der Matrix. Den Fall n = 1 haben wir bei
der Diskussion der diagonalisierbaren Matrizen bereits erledigt. Sei

A =
(
λ ∗
0 A′

)
eine Blockbeschreibung von A mit λ ∈ K und A′ ∈Mn−1(K) in oberer Dreiecksform und ∗ für
unbekannte Einträge. Dann gilt chrA(X) = (X − λ) · chrA′(X) und

chrA′(A) =
(

chrA′(λ) ∗
0 chrA′(A′)

)
=
(

chrA′(λ) ∗
0 0

)
per Induktion mit Cayley–Hamilton für A′. Es gilt also chrA′(A)

(
Kn
)
⊆ Ke1, wobei e1 der erste

Standardbasisvektor ist. Aber e1 ist ein Eigenvektor von A zum Eigenwert λ und daher gilt

chrA(A)
(
Kn
)

= (A− λ)chrA′(A)
(
Kn
)
⊆ (A− λ)Ke1 = 0

und der Satz von Cayley–Hamilton ist bewiesen. �
Beweis 2: Der zweite Beweis verwendet das ‘Prinzip der universellen Gültigkeit’, siehe

[ArtinM, Kap. 12 §3]. Sei Matn = Z[Xi,j : 1 ≤ i, j ≤ n] der Polynomring in n2 Variablen,
welche wie die Einträge einer n× n-Matrix nummeriert werden. Dann gilt für jeden Ring R

HomRinge(Matn, R) = Mn(R)

als Gleichheit von Mengen. Dabei gehört zur MatrixA = (ai,j) der Homomorphismus ϕA, welcher
die Variable Xi,j in ai,j auswertet. Zur Identität id : Matn → Matn gehört die universelle n×n-
Matrix X = (Xi,j) ∈Mn(Matn).

Zu einem Ringhomomorphismus ϕ : R→ S gibt es ein kommutatives Diagramm von Mengen

Mn(R)

��

ϕ
// Mn(S)

��

R[T ]
ϕ[T ]

// S[T ]
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in dem die vertikalen Pfeile einer Matrix ihr charakteristisches Polynom zuordnen und die hori-
zontalen Pfeile den Morphismus ϕ auf die Matrix- bzw. Polynomkoeffizienten anwenden. Dieses
Diagramm erlaubt uns zwei Argumentationen: (i) gilt Cayley–Hamilton für A ∈Mn(R), so gilt er
auch für ϕ(A) ∈Mn(S), und (ii) ist ϕ injektiv und gilt Cayley–Hamilton für ϕ(A), A ∈Mn(R),
so auch schon für A.

Gegeben sei nun ein Ring R und eine beliebige Matrix A ∈ Mn(R). Dann ist A = ϕA(X)
und nach (i) haben wir Cayley–Hamilton nur für die universelle Matrix X zu zeigen, um den
Satz von Cayley–Hamilton sogar über jedem Ring (!) zu beweisen.

Jetzt machen wir eine Anleihe bei der Theorie des Transzendenzgrades: Es gibt eine injektive
Abbildung Matn ↪→ C in den Körper der komplexen Zahlen. Nach (ii) reicht es also, den Fall
K = C zu betrachten.

Die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms einer komplexen Matrix sind Polynome
in den Matrixeinträgen und daher stetige Funktionen auf dem Vektorraum Mn(C) = C

n2
mit

der üblichen metrischen Topologie. Damit liefert Mn(C) 3 A 7→ chrA(A) ∈Mn(C) eine stetige
Selbstabbildung von Cn

2
. Da wir den Satz von Cayley–Hamilton für diagonalisierbare Matrizen

schon aus dem Vorspann kennen, reicht es aufgrund der Stetigkeit jetzt aus, solche Matrizen als
dicht in allen Matrizen zu erkennen.

Eine Matrix, deren Minimalpolynom lauter verschiedene Nullstellen hat, ist sicher diagona-
lisierbar. Wir zeigen, daß auch schon diese dicht liegen. Dazu bemerken wir, daß es ein Polynom
in den Koeffizienten ai eines (normierten) Polynoms f(X) = Xn + an−1X

n−1 + . . . + a0 vom
Grad n gibt, die Diskriminante ∆(f) = ∆(a0, . . . , an−1), siehe Lemma A.3, das genau dann
verschwindet, wenn das zugehörige Polynom f(X) eine mehrfache Nullstelle besitzt. Für eine
Matrix A ist ∆ = ∆(chrA(X)) ein Polynom in den Matrixeinträgen und der ‘schlechte Ort’ in
Mn(C) = C

n2
ist genau das Nullstellengebilde von ∆. Sicher ist ∆ nicht das 0-Polynom, denn

seiner Bedeutung nach wäre sonst keine Matrix über C mit lauter verschiedenen Eigenwerten
diagonalisierbar. Dies ist sicher nicht richtig, da wir etwa aus 1, 2, . . . , n eine Diagonalmatrix
bilden können.

Wenn aber ∆ 6= 0 gilt als Polynom, dann liegt der Ort, an dem es nicht verschwindet,
dicht in Cn

2
. Ansonsten hätte der Ort {A ∈ Mn(C) |∆(A) = 0} innere Punkte, das heißt ∆

verschwindet auf einem kleinen Ball. Jetzt machen wir Analysis. Dann verschwinden nämlich
auch alle Ableitungen an einem Punkt in diesem Ball und damit auch die Taylorreihe von ∆
um diesen Punkt. Es ist ∆ ein Polynom und damit sicher identisch mit seiner Taylorreihe; es
verschwindet vielmehr, wenn dies die Taylorreihe tut. Somit verschwindet ∆ als Polynom, und
dies ist ein Widerspruch. �

Die Menge der Polynome, welche eine Matrix/einen Endomorphismus annullieren, ist ein
Ideal des Polynomrings und somit von einem Element, welches wir Minimalpolynom nennen,
erzeugt. Dieses Annulatorideal ist nicht (0), da der Raum der Matrizen/Endomorphismen von
endlicher Dimension ist und somit nicht alle Potenzen der Matrix/des Endomorphismus linear
unabhängig sein können.

Satz A.2. Sei K ein Körper.

(1) Das Minimalpolynom einer n×n-Matrix bzw. eines Endomorphismus eines endlichdimen-
sionalen K-Vektorraums teilt das charakteristische Polynom der Matrix bzw. des Endo-
morphismus.

(2) Jeder Primfaktor des charakteristischen Polynoms teilt das Minimalpolynom.

Beweis: (1) ist nur eine Umformulierung des Satzes von Cayley–Hamilton. Bei (2) brauchen
wir nur den Fall einer Matrix zu betrachten. Teilt ein Primteiler p des charakteristischen Poly-
noms das Minimalpolynom m nicht, so muß der größte gemeinsame Teiler von p und m gleich
1 sein. Nach dem Satz von Bézout, Satz 1.10, gibt es Polynome µ, π ∈ K[X] mit πp+ µm = 1.



A DER SATZ VON CAYLEY–HAMILTON 24

Diese Relation geht nach Übergang zu einem Erweiterungskörper K ⊆ L in L[X] nicht verloren.
Wir dürfen also wegen Satz 1.14 nach einer Erweiterung annehmen, daß p zwar nicht mehr irre-
duzibel ist, dafür aber eine Nullstelle λ in L hat. Dazu gehört ein Eigenvektor v. Es annulliert
weiterhin m die Matrix A. Somit gilt m(A)v = m(λ)v = 0. Aus v 6= 0 folgt, daß λ eine Nullstelle
von m ist. Damit gilt aber 0 = π(λ)p(λ) + µ(λ)m(λ) = 1(λ) = 1. Dies ist ein Widerspruch zur
Annahme p teile m nicht. �

Wir haben noch das Folgende Nachzutragen. Literatur darüber findet man etwa in [Lang,
IV §8].

Lemma A.3 (Diskriminante — Resolvente). Sei K ein Körper, und seien f(X) = anX
n+

· · ·+ a0 und g(X) = bmX
m + · · ·+ b0 Polynome in K[X].

(1) Es gibt ein Polynom Resn,m in Variablen Ai, Bj für 0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ m, welches genau
dann in Ai = ai, Bj = bj verschwindet, wenn die zugehörigen Polynome f, g eine gemeinsame
Nullstelle in einem Erweiterungskörper haben. Das Polynom Resn,m heißt Resolvente und sein
Wert Resn,m(ai, bj) = Res(f, g) heißt Resolvente von f, g.

(2) Sei an = 1. Dann ist f 7→ ∆(f) = Res(f, f ′) ein Polynom in Varaiablen Ai, 0 ≤
i < n, welches genau dann in Ai = ai verschwindet, wenn das zugehörige Polynom f eine
doppelte Nullstelle in einem Erweiterungskörper hat. Das Polynom ∆ heißt Diskriminante
nter Ordnung.

(3) Ein normiertes Polynom f ∈ C[X] zerfällt in paarweise verschiedene Linearfaktoren,
genau wenn ∆(f) 6= 0.

Beweis: (1) Wir definieren die Resolvente Resn,m(Ai, Bj) als Determinante im Polynomring
K[Ai, Bj ] von

An An−1 · · · A0

An
. . . . . .
. . . . . . . . .

An An−1 · · · A0

Bm Bm−1 · · · B0

Bm
. . . . . .
. . . . . . . . .

Bm Bm−1 · · · B0


∈Mn+m(K[Ai, Bj ]).

Wir verwenden Lemma 1.15, um oBdA davon auszugehen, daß f und g über K in Linearfaktoren
zerfallen. Wir betrachten Res(f, g) = Resn,m(ai, bj). Dies ist die Determinante der Matrix, wenn
man in die Variablen Ai, Bj jeweils ai, bj einsetzt. Haben f und g eine gemeinsame Nullstelle x,
so liegt der Spaltenvektor (xn+m, . . . , x, 1) im Kern der Matrix aufgefaßt als Endomorphismus
von Kn+m. Damit verschwindet die Determinante und somit auch Res(f, g).

Jetzt müssen wir noch sehen, daß aus Res(f, g) = 0 folgt, daß f und g eine gemeinsame Null-
stelle haben. Sei f(X) = an

∏
i(X−αi) und g(X) = bm

∏
j(X−βj) die Zerlegung in Linearfakto-

ren. Nach Lemma A.4 gilt für die Resolvente von f, g die Formel Res(f, g) = amn b
n
m

∏
i,j(αi−βj).

Damit folgt die Behauptung.
(2) Sei f(x0) = 0. Dann ist f(X) = (X − x0)g(X) und nach der Produktregel f ′(X) =

(X − x0)g′(X) + g(X). Damit gilt f ′(x0) = g(x0) und somit verschwindet die Ableitung von f
in x0 genau dann, wenn sich aus f ein weiterer Linearfaktor (X − x0) abspalten läßt. Der Rest
folgt aus (1).

(3) Nach dem Fundamentalsatz der Algebra, [Meyb, 6.10], zerfällt jedes Polynom über den
komplexen Zahlen in Linearfaktoren. Damit folgt (3) aus (2). �
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Lemma A.4. Sei K ein Körper und seien f(X) = an
∏
i(X − αi) und g(X) = bm

∏
j(X − βj)

zerfallende Polynome aus K[X]. Dann gilt die Formel Res(f, g) = amn b
n
m

∏
i,j(αi − βj).

Beweis: [Lang, IV Prop 8.3]. Man kann dies mittels des ‘Prinzips der universellen Gültigkeit’
zeigen. Wir führen für die Nullstellen αi und βj und die führenden Koeffizienten an, bm Variablen
ein und stellen fest, daß die behauptete Formel eine Polynomidentität in diesen Variablen wird.
Diese gilt dann, wenn sie für Belegungen mit komplexen Zahlen gültig ist. Wir haben damit auf
den Fall K = C reduziert, der uns in der Anwendung im Beweis des Satzes von Cayley-Hamilton
auch ausschließlich interessiert.

Wir berechnen das folgende Matrixprodukt, wobei die ai wie oben die Koeffizienten von f
und die bj diejenigen von g bezeichnen:

an · · · a0

. . . . . .
an · · · a0

bm · · · b0
. . . . . .

bm · · · b0




βn+m−1

1 · · · βn+m−1
m αn+m−1

1 · · · αn+m−1
n

...
...

...
...

...
...

...
...

β1 · · · βm α1 · · · αn
1 · · · 1 1 · · · 1


Das Ergebnis ist die folgende Blockmatrix

=



f(β1)βm−1
1 · · · f(βm)βm−1

m
...

... 0
f(β1)β1 · · · f(βm)βm
f(β1) · · · f(βm)

g(α1)αn−1
1 · · · g(αn)αn−1

n

0
...

...
g(α1)α1 · · · g(αn)αn
g(α1) · · · g(αn)


Ein Vergleich der Determinanten liefert das Folgende (man denke an die Vandermondedetermi-
nante):

Res(f, g) ·
∏
j<j′

(βj −βj′)
∏
i<i′

(αi−αi′)
∏
j,i

(βj −αi) =
∏
j

f(βj)
∏
i

g(αi)
∏
j<j′

(βj −βj′)
∏
i<i′

(αi−αi′).

Verwendet man nun

f(βj) = an
∏
i

(βj − αi) und g(αi) = bm
∏
j

(αi − βj),

so haben wir in der Determinantengleichung die gesuchte Formel bis auf einen zusätzlichen
Faktor

∏
j<j′(βj−βj′)

∏
i<i′(αi−αi′)

∏
j,i(βj−αi) bewiesen. Dieser Faktor ist von 0 verschieden,

falls die αi und βj alle paarweise verschieden sind, also insgesamt n+m Zahlen sind.
Hätten wir nicht nach C spezialisiert, wären wir jetzt fertig, denn im Polynomring mit

Variablen αi, βj sind diese sicherlich paarweise verschieden. Da wir aber speziell den komplexen
Fall K = C benötigen, fahren wir im Beweis fort.

Wir stören unsere Nullstellen ein wenig. Dazu wählen wir n+m paarweise verschiedene εi, ηj
für 1 ≤ i ≤ n und 1 ≤ j ≤ m. Zum Parameter t ∈ C betrachten wir die Polynome

ft(X) = an
∏
i

(
X − (αi + εit)

)
und gt(X) = bm

∏
j

(
X − (βj + ηjt)

)
.
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Fassen wir t als in t ausgewertete Variable T auf, so wird die zu beweisende Identität eine Iden-
tität von Polynomen in T mit Koeffizienten aus C. Da ein nichtverschwindendes Polynom über
einem Körper nur endlich viele Nullstellen haben kann, sind wir fertig, wenn wir für unendlich
viele T = t unsere Formel beweisen können.

Aufgrund der Wahl der εi, ηj ist die Menge der deformierten Nullstellen {αi + εit, βj +
ηjt} nur für endlich viele Werte von t nicht von Mächtigkeit n + m. In der Tat verbietet Jede
der Gleichungen einer Koinzidenz von Nullstellen nur einen Parameterwert t. Für alle anderen
Parameterwerte haben wir die Formel aber oben schon nachgewiesen, da man dann den störenden
Faktor kürzen darf.

Bei genauer Betrachtung benötigt man für das letzte Argument nur, daß es unendlich viele
komplexe Zahlen gibt. Das Argument funktioniert also auch über jedem anderen unendlichen
Körper. �

B Strukturtheorie endlich erzeugter abelscher Gruppen

In diesem Abschnitt spezialisieren wir die Aussagen der Kapitel 3 und 4 auf den Fall R = Z.
Moduln unter Z sind nichts anderes als abelsche Gruppen. Wir behandeln also die Klassifika-
tion endlich erzeugter abelscher Gruppen. Die Primelemente von Z sind nichts anderes als die
Primzahlen.

Satz B.1 (Struktursatz endlich erzeugter abelscher Gruppen). Sei A eine endlich er-
zeugte abelsche Gruppe.

(1) Es gibt eine kanonische exakte Sequenz

0→ Ators → A→ A/tors→ 0 (B.1)

mit einer endlichen Untergruppe Ators ⊆ A der Torsionselemente und einem freien endlich
erzeugten Quotienten A/tors ∼= Z

r. Die Sequenz (B.1) spaltet unkanonisch. Somit gilt
unkanonisch A ∼= Ators ⊕A/tors.

(2) Sei A = Ators eine endlich erzeugte Torsionsgruppe. Dann zerfällt A kanonisch in Primärkom-
ponenten

A =
⊕
p|#A

A[p∞]

und es gibt eine nichtkanonische Zerlegung A[p∞] ∼=
⊕

i Z/(p
ei) als endliche direkte Sum-

me, wobei die Anzahlen #{i} und #{i | ei = e} unabhängig von der Zerlegung sind.

(3) Es gibt eine nicht kanonische Zerlegung als direkte Summe

A ∼= Z
r ⊕

s⊕
i=1

Z/(di)

mit sich aufsteigend teilenden natürlichen Zahlen d1|d2| . . . |ds. Die Zahlen r und s sowie
die di sind eindeutig.

Beweis: (1) Dies ist Korollar 4.3(1) für den Fall R = Z. Wegen A ∼= Ators ⊕ A/tors und
Lemma 3.2 ist auch Ators endlich erzeugt, somit ein Quotient von

(
Z/(#A)

)n für n � 0 und
damit endlich.

(2) Nach dem Satz von Lagrange annulliert die Gruppenordnung #A jedes einzelne Element
und damit A. Jetzt folgt (2) aus Satz 2.2 und Satz 3.1 für R = Z.

(3) Dies ist Korollar 4.3(2) für den Fall R = Z. Es ist r = dimQA⊗Z Q beziehungsweise der
Rang von A/tors. �
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